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VOKWOßT. 



Der vorliop^cnde Versucli fand seine Entstehung in dem 
Wunsche, ziir >voitoren Verhreitung der Kenntniss der cllip- 
lischen Functionen etwas beizutragen. Wir besitzen zwar 
seit zwei Jahren in dem Buche „Theorie des foncäans double- ' 
meat perioäigue$ et, en partümiier, des fmdkm eiHpiiqms par 
Bn'of ei Bouquei, Parh^ 1850" eme vollständige Darstellung 
der Theorie dieser Functionen; allein, wennj[?leich die dort 
ausgeführte, von der Theorie der Functionen einer com- 
plexen Verftnderlichen ausgehende Behandlungsweise xin- 
zwdfelhaft die richtigste ist; da^^ all^ dne deutliche 
Vorstellung von der Natur def elnpfi^cii^ Functionen, na- 
mentlich von dem Wesen d(U', dop])elt^^l »'^'riodicität zu ge- 
währen vermag; so möchte sie doch für'*:d^njenigen, welcher 
tum ersten Maie an die neuen 'Func.tion<^'herantritt| mit zu 
vielen Schwierigkeiten verknüpft uhcUmier zum ersten Stu- 
dium weniger geeignet erscheinen. Hiezu schien vielmehr 
der historische, von Abel und Jacohi zuerst betretene Weg, 
auf welchem die elliptische Function durch die Umkehrung 
des elliptischen Integrals entsteht , und auf welchem mit den 
imaginären Grössen; ich möchte sagen, in i;^M/<ßr'scher Weise 
operirt wird, ohn:e vor der Hand auf die nähere Bedeutung 
derselben einzugehen, immer noch der passendste zu sein: 
zumal da die elliptischen Functionen auch mancherlei Anwen- 
dungen gestatten^ in denen nur reelle Grössen auftieten* 
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All(U'ding8 bietet sich hur eine Sclnvierij^keit dar, die be- 
BOndcrs vo/i Eisenstein in der Abhandlung „Bemerkungen zu 
den elliptischea und AbePschen Tranacendenten'^ (Crelle's 
Joiunpu Bd. 27* p* 188) hervorgehoben worden isti^n&mlich 
die, dm das elliptische Integral eine vieldeutige Function - 
der oberen Grenze sein muss, wenn die Umkehrung eine 
periodische Function sein soll; und diese Seliwicrigkeit lässt . 
sich kaum anders, als durch Betrachtung complexer Varia- 
bein beseitigen. Deshalb wurde der Ausweg ergriffen, die 
Theorie zuerst in der angedeuteten Weise zu behandeln^ am 
Schlüsse aber einen Abschnitt Üb^ Functionen einer com- 
plexen Veränderlichen und die Vieldeutigkeit bestimmter In- 
tegrale hinzuzufügen. 

Es schien zweckmässig und das Verständniss fördernd, 
gleich im Anfange die Anwendbarkeit der elliptischen Func- 
tionen an einem Beispiele zu zeigen; dazu wunje die Be- 
wegung des ebenen Pendels gewählt. Der Anwendungen 
wegen durfte auch die Reduction der elliptischen Integi-alc 
auf die; iS'orinalform nicht fehlen, da dieselben wuiil nur 
in den seltensten Fällen sich in der zur weiteren Behand- 
lung nothwendigen einfachsten Gestalt darbieten werden. 
Ferner .schien es wttnschenswerthj»^ die geometrischen An- 
wendungen Lagrang^s und JacMs im Zusammenhange dar^ 
zustellen. 

In einigen Theilen, unter denen der IVte Abschnitt, 
§. Ü2 des VIII. Abschnitts, namentHch aber die im XiiI, 
und XIV. Abschnitte gegebenen Methoden der Zerfällung 
der Function Sinus Amplitude in Factoren und der £nt- 
wickelung der Reihen aus den unendlichen Producten be- 
sonders hervorzuheben sind, haben mir die Vorlesungen 
meines hochverehrten Lehrers, des TIerrn Professor lUchelol in 
Königsberg, zur Kichtschniu* gedient. Der Abschnitt VI 
wurde haupt8<äclilich wegen seiner Wiclitigkeit für die Auf- 
findung der in den verschiedenen Fällen nothwendigen Sub- 
stitutionsformeln mit aufgenommen, wenngleich zugestanden 
worden muss, dass manche der darin enthaltenen Betrach- 
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toBgen erst unter vollständiger BerückBiclitigimg co]upiex.<^r 
Variabeln ganx in Qi'dnung gebracht werden können« Vou 
XIY. AbBchnitte an bin ich den y^Fandapnenien'* JocMb 
gefolgt) in der Absicht, das VeittlKndniBS derselben su er* 
leichtem. Das Problem der allgemeinai Transformation, 80* 
wie der Multiplicatiou und Diviöion der elliptischen Func- 
tionen wurde ganz von der Behandlung aosgeechloftsen, ein« 
mal, weil dasselbe zum ersten Studium nicht unbedingt 
nothwendig ersdiien, dann aber, weil dieser Abschnitt ge- 
rade sweckmftssiger behandelt werden kann, wemf maa von ' 
der Theorie der Fnrictjonen einer complexen Verftnderiichen 
auf^^eht. Der Abschnitt XX enthält die Ausfühnmg eines 
grösseren Beispiels für die Amvendung der elliptischen Func- 
tionen und bildet einen Theil einer im Jahre 1849 vollen- 
deten, aber ungedruekt gebliebenen Arbeit über das sphä- 
rische Pendel. Die Mittheiliing desselben erschien auch des- 
wegen sweckmissig; weil darin eimges enthalten ist^ was 
in der weiter gehenden Abhandlung von Jjumas „Ueber die 
Bewegung des Rauinpcndels mit Rücksicht auf die Rotation 
der Erde" (Crelle's Joum. Bd. 50.) vorausgesetzt wird. 
Der letzte Abschnitt hat zum Zwecke, die im Eingänge 
erwähnte Schwierigkeit zu heben, indem versucht wurde, 
die Elemente der Theorie der F\mctionen einer complexen 
Variabein wenigstens insoweit darzustellen, als zum Nach- 
weise der Vieldeutigkeit bestimmter Integrale erforderlich 
war. Damit wurde zugleich die Absicht verbunden, den 
Leser auf den Standpunkt hinzufahren ; aus welchem die 
Theorie der elliptischea Functionen in der erwähnten Schrift 
von BrM und Bintquei behandelt worden ist, und aus wel-" 
chem in Zukunft, wenn alle Schwierigkeiten geebnet, alle 
Dunkelheiten aufgehellt sein werden , die Theorie der Func- 
tioncn überhaupt allem Vermuthen nach schon in den 
Elementen behandelt werden wird. 

Ich habe mich bemttht, die Quellen so vollständig, als 
es mir möglich war, anzugeben. Dies war im letzten Ab- 
öcimitte mit einigen Schwierigkeiten verknüpft, imd ob- 
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gleich ic^ viele Mühe darauf verwandt habe, zweifle ich 
bei der grossen Aiusalii der gerstreaten Abhandlongen Cmh 
chy*Sj bei den vielfältigen darin vorkommenden Wiederho- 
lungen und der Mangelhaftigkeit der in ihnen enthaltenen 
Nachweisimgen, ob ea mir gehingen sein wird, überall die 
ersten und maassgebenden Arbeiten aufzaünden. In dioF^or 
Beziehmigy wie fiberhatipt, sei dieser Versuch der Kach- 
slolit der*Kemier empfohlen. 

. Zflrichi im September mu 



H. Durege. 
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Erster Abschnitt 

Begriff der elliptischen Functionen. 



Die elliptischen PunctioDeo sind eine Gattung von 
Fanctionen, weldie sich den Exponential- und trigonometrischen 

Functionen aufs innigste anscliliessen, und zwar so. das^; die letz- 
teren beiden Gattungen als specielle Fälle in jeut n ujithaltni sind. 

Die trigonometrischen und Exponehtialfuiictioiicn btsitzea in 
vieler Beziehung Vorzüge vor ihren Umkehrungeu , den cydome- 
trisehen Functionen und Logarithmen. * Es ist bekannt, mit wel- 
cher Geschmeidigkeit sich die Sinus, Cosinus» Tangenten u. s. w. 
in die maningfaltigsten Beziehungen zu einander bringen lassen, 
und wie dadurch diese Functioneii besonders gescliicl^t sind, ana- 
lytischeii Attsdrüdien eine zur numerischen Berechnung bequeme 
Gestalt KU geben. Die Eiponentialfunctionen erfreuen sich einer 
eben solchen Geschmeidigkeit, da sie ja in der Thal nichts an- 
deres, als trigon(»iu(!triiiche Functionen von imaginären A aiialjeln 
sind; doch ist es d.snn nicht sowolii die einfache Exponential- 
fuuction e', als vieiuieür solche Combinationen wie 

welche den trigonometrischen Functionen an die Seite zu Stetten 
sind. 

Ausser diesen allgemeinen Vorzügen besitzen die genannten 
Functionen noch einige besondere Eigenschaften, durch die sie 

sich vor ihren Umkehrungen auszeichnen: 

1 Die unendlichen Reihen, in welche sie sich entMickelu 
lassen, convergiren lür jeden beliebigen Werth der Vdnai>eln. 

biirt-ge, ellipt. Functionen. 1 
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2 Absclm. 1. fiegriÜ' der eiliplischcii Funcltüiien. % 1. 

Es gilt dies freilicli bei den Irigonomptrischen F'iinctioiicn nur 
vom Sinus und Cosinus, jedorl» !»at mau diese Mohl als die Haupt- 
reprüsentanten d«'r trigonoiix li Lsclien Fuiitliütien anzusehen. Ja, 
da Sinus und (^omuus für imaginäre Arfrumente in Exponenlial- 
functionen üliei gehen und uingekelirt, so convergiren diese lieiheii 
nicht blos für alle reeUen, sondern auch für alle unaginäreii 
Wcrlhe der Variabein. 

2) Sie lassen sich in Factoreiifolgen enlwickeln, sowohl von 
einer endlichen als auch unendlichen Anzahl von Facloren. 

3) IHe Function der Summe zweier Vaiiaheln lügst sich durch 
die Functionen der einzelnen Variahein auf einfache Welse alge- 
braisch ausdrücken. So ist z. B. 

siu [x + !/ = sin x cos y + cos x sin y 

4) Sie sind periodische Functionen; und zwar ist der 
Index der Periode, d. Ii. die Grösse, um welche man das Ar- 
gniuent der Function vennehren oder v» i nniidi in kann, ohne dass 
der Werth der Function sieh veiamierl, liei den ingouonielrisclien 
Functionen reell, nänilieh 'Irr, bei deu Kxpoaeuüaifuacüoueu da* 
gegen imaginär, nündich 27Ci*\. 

5) Die DifTerentialquotieuleii der tiigononielriscben und Ex- 
ponenüalfuncüonen sind wieder Functionen derselben Art, z. B. 

d siu X de-^ 

— = COS X. -7- = ß^. 

da: ^ dx 

Die Dißerentialquotienten der Logarithmen und cyclometrlschen 
Functionen sind algebraische Functionen, z. B, 

</ log a? _ _ 1 d arc sin x l 
dx «* dx ' yi 

Daraus lolgl, dass (üe Logarithmen und ( \ t lometrischen Functio- 
nen sich als lutegrale algebraischer Functioneu darstellen 
lassen, z. B. 

'f = log 2) y = log (X + / 1 +^ : 



*) Wenn keine besondere Bedeatuig angegeben wird, io soll itets^ 
wie ftUich, unter » die LndolphUche Zahl, onter e die Beait der antfir- 
liehen LogariÜimen und unter I die ^— I verstanden werden. 
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wobei die unteren Grenzen jedesmal so gewUhlt worden sind, 

(lass die ^willkürliche Onstantc verschwindet. 

Wir wollen zunächst diese letzte sehr wichtige Eigenschaft 
einer näheren Betrarlitung unterwerfen. Sieht man in den vor- 
stellenden Integralen die o]»ere (Irenze als veränderlicli an. so 
kann man sagen, dass die Logarithmen nnd ryeloinetrisrhen 
Functionen algebraische Integrale sind, diese Integrale als Func- 
tionen ihrer oberen Grenze betrachtet. Nun sind die trigonome- 
trischen und Exponentialfunctionen die Umkehrnngen jener ; wäh* 
rend also die letiteren sieb als Integrale darstellen lasaen» bifcdea 
die ersteren die verlnderiicfaen oberen Grenien dieser Integrale; 
oder mit anderen Worten: Betrachtet man in gewissen algebrai- 
sehen Integralen das Integral als Function der oberen Grense, 
so ist diei^ Function ein Logarithmus oder eine cyclometrische 
Function; betrachtet man aber umgekehrt bei denselben Integra- 
len die obere Grenze als Function des Integrals, so ist eine solche 
Funedoii eine Exponential- oder eine trigoiionietrische Function. 
Setzen wir in den obigen Beispielen nach der Reihe 

und betrachten jedesmal u als Function von or« so ist nach der 
Reibe 

1) tt := log X, 2) M = log (X + / 1 + a'^j 

3) ii = Jlog 4) ti ^ arc sin «, 5) tis==:arctgjr. 

Betrachtet man aber umgekehK jedesmal x als Function von 
u, so ergiebt sich leicht nach der Reihe 

1* 
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l).r = u«, 2)a: = — ^ — , 3)a? = ^jq^, 

4} o; - - sin i/, 5] = tg u. 

Diese BetrachUiogsweise ist wesentlich keine andere, als die- 
jenige» welche z. B. hei der Einführuiig der Logarithmen in der 
elementaren Mathematik gemacht wird.*) 

S 2. 

Die zuletzt angestellte Betrachtung wandte Abel auf ein zu- 
sammengesetzteres algebraisches Integral an, nämlich auf das 
folgende: * 

^/ - ««) (1 - 

in welchem k eine positive ConsUinte, die kleiner als 1 ist, be- 
deutet**) Der wesentliche Unterschied dieses Integrals fon den 
im torigen % betrachteten ist der, dass e» ein irrationales Inte- 
gral, und die Grösse unter dem Wurzelzeichen vom 4t6n Grade lat» 



*) Dabei uutsiteht alk"i«liii^'.s eini; Sehwlerip'keit , flie liier nicht uner- 
wähnt bleiben mag. lia uumlieli die oben erwäbnteu Fuiictionca vou u 
ji«ri<Nlltehe Fmictionen und, sodasB einem und demselben Werkbe von « 
mehrere versehiedene Werthe von u angehören, so müssen die obigen In» 
tegnUer welohe Functionen von ^ sind, vieldeutige Functionen sein. Nach 
der gev^alifihen Definition eines bestimmten Integrals aber sieht man 
nicht ein, wie ein solches vieldeutig sein könne. Ueber die Hebung- dieser 
Schwierigkeit und den Nachweis, dass bestimmte Integrale in der That 
vieldeutig sein können, verweisen wir auf den im Anhange bebandelten 
Abschnitt XX 1. 

•*) Abel trinfT in srim^r ersten Abliandliuiij: über die ellipiisciien 
Functionen ,,Rechercltu.«> bur luü tuuctiou» clliptiqucs** Crelle^s Jouru. 
Bd. % und Oeuvres eompUtes de N. H. Abel Tome I. No. XII. allerdings 
von einer etwas anderen "Form aus, nämlich von dem Integral 

^ ^ /• rf« 

,/ Vit — -I- e»a*)* 

Die im Text angegebene Form wurde von Legendre alsNormalform des 

elliptischen Integprals erster Gattung aufgestellt. Jacobi ging wieder auf 
dieselbe zurück, and sie wurde später auch von Abel als Ansgangspunct 
aduptirt. 
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wftkriiod jene Iniegrale entweder ration«! sind, oder unter dem 
Wimcettekhen eine Funetion des zweiten Grades haben. 

Dieses Integral liatle die MattiematÜter vor Abel schon viel- 
fach beschäftigt. Gleich nach der Erflndung der Differential- und 
Integralrechnung durch Leibnitx und Newton entstand die 
Aufgabe, die !ntpf?ralc der vorsrhUnloncn FiincfloneD, namentlich 
der alge)n aist In n Fiiik tioiicn . «äo viel als inöglich auf srhon he- 
kannle Fiinfnoncii ziirrick/iiluliron. IMes irol;«ng' aurli mit lüUm 
rationalen ulyt'lM-;Ms< li<'n Fiiiirii(»ijcii und iiuL (ieiijenigeri irratio- 
nalen Functioiiei), welrlic nur eine Onadrahvurzel aus einem Aus- 
druclL des zweiten (irades entlialleii. I)i(> Rednetion dieser Inte- 
grale wurde theils von Leihnit/. seihst, tlieils von Jacob und 
Johann B er nou Iii ausgeführt und durch £u 1er zu einem ge- 
wissen Abschlüsse gebraclit. Allein bei denjenigen Integralen, 
die die Quadratwursel ans einem Ausdruck enthatten, der den 
iwelten Grad ö]>ersteigt, gelang die Reduction auf schon bekannte 
Functionen nicht. Anfangs glaubte man zwar dies der Unvotl- 
kommenheit der Methoden zuschreiben zu messen, bald aber er- 
kannte man, dass man <?s in d<'r That mit ganz neuen F'tnietionen 
zu thuii ii.iix . Mit «leiijcnigen iiitli-r diesen Integralen, deren 
Radical den 4len (Jiad nielil nhersteigl, hcseiiäftigle sieh nun zn- 
naehst En 1er, dann ab«'r vorzfiglirli f. ehrend re. der diesen 
Integralen den Namen elliptische Funclionrn gal», weil die Rertl- 
ficaüon der Ellipse auf ein integral dieser Art führt. Jetzt 
nennt man naeh Jacobi diese Integrale elliptische Integrale 
zum Unterschiede von den eigentlichen elliptischen Functio- 
nen, von denen sogleich die Rede sein soll. Legendre legte 
seine Untersuchungen in den zwei grossen Werken „Exercices 
du ealeul iudgraV* und ,,TraUä des fancHms eüiptiques ^ nieder 
und zeigte darin unter anderem, dass sieh alle ellipiisrhen Inte- 
grale auf drei verschiedene Formen zurückführen lassen, welchni 
er die Namen, Elliptisches Integral der ersten, zweiten 
und dritten Gattnng gab. 
Das oben erwähnte integral 



ist nun das elliptische Integral der ersten Gattmig, und zwar 
nennt man diese Form desselben die Normalform. Von dem- 



(1) 
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selben ist sogidch ersiclitllch, dass es sieh för die beiden spe- 
ciellen Werthe o und 1 der Constanten k mt einen Arcus Sinus 
und einen Logarithmus reducirt; denn man hat 

fül' k = 0, tt = j*y:=^ = arc sin .t 

für * = l,i*«/L^=ilogl±|. 

0ie elliptischen Integrale sind also Functionen der Art« dass 
sie die cyclometrischen FuneUooen und Logaritlunen als specielle 
Fälle umfassen; sie sind daher den zuletzt genannten Functionen 
anzureihen. , 

Nun erkannte aber Abel, dass nicht sowohl die Integrale, 
welche ilie cycionietn«<li<'ii Fuiiclioiieu und Lo^jarithnien darstel- 
len , sondern vicliiiehr ihre Uiiikehrungen, iiaiiilich die trigono- 
inrtrischcn und Exponentialfimctionen . für die gesamnite Ana- 
lysis die bei weitem wirhti^'ercu Functionen sind, und schloss 
daraus, dass die Umkelirung des elliptischen Integrals eine Gat- 
timg von Functionen liefern würde, wichtiger als die elliptischen 
Integrale selbst. In der That mussten diese umgekehrten Func- 
tionen nun die trigonometrischen und EiponenÜaifuncttonen als 
specielle Fälle umfassen und daher von noch grosserer Bedentung 
sein als diese. 

Diese umgekehrten Fünctionen, die also entstehen, wenn 
man in dem elfiptischen Integral (l) die obere Grenze x als Func- 
tion des Integrals tt betrachtet, sind es nun,, die man ellipti- 
sche Functionen nennt. 

8 3. 

Legendre hatte schon gezeigt, und wir kommen darauf 
ausführlich zurück , dass man immer bewirken kann, dass die 
obere Grenze des Integrals (1) das Intervall der Werthe zwischen 
— 1 und -f 1 nicht fiherschreitet. Unter dieser ^ oi anssetzung 
kann niafi d e Variable x einem Sinus gleich setzen und erhält 
dann, wenn man 

sc =ss sin ip 

setzt, 
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(Ix </(p 



Hierin hatte Le gen il re den Bogen qp. nänilirh die obere Grenze 
des Integrals, die Amplitude, und die Constante k den Modul 
des Integrals genannt, und um das Integral kurz t\\ heseirhnen, 
hatte er das Zeichen F ge^^ählt und gesetzt: 

M = T= = F {W, kj =: F (Cp), 

J Vi - *« sin« 9 ' 

0 

^vn die letztere liurzert; Bezeichnung angewendet wird, wenn der 
Modul k nicht zweifelhaft ist. 

Die Umkehning der eUiptiscben Integrale oder die Einfüh- 
rung der eigentlichen elliptischen Functionen besteht nun darin, 
dass man x oder tp als Function von u ansieht. Uro diese 
Foncttönen zu bezeichnen, behielt Jacob! {Fündamenta nova 
theoriae fvncHomm elHptiearnm % 17) das von Legendre gewählte 
Wort Amplitude bei und setzte 

(p — am u 

gesproehen: qpgleichAmplitudo tf. Ebenso wie das Integral 
», als Function von q> angesehen, noch von dem Modul Ar abhän- 
gig ist, ebenso ist auch ^, als Function von u betrachtet, von k 
abhängig. Wenn es nothwendig ist, den Werth des Modais an- 
zudeuten, schreibt man entweder 

(p (im H, kj 

oder fügt den Modul, iu Iklammeru hinzu, in folgender Art: 
* <p = amu (mod. A). 

Betrachtet man nun in dem algebraischen Integral 



/* fix 

" ■~,///(l=I^(l 



X als Function von ti, so ist, weil or sin 97 gesetzt war, 

X = sin am u 

gleich Sinus Amplitude «}, und die trigonometrischen 
Functionen von amu sind es nun, die man elliptische Funclio- 

nen von u nennt. Die Variable t« nennt Jacobi das Argument 
der elliplisciiea Fuüftioii. 
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Für den Nenner yi — A- siii- (p des Integrals F (<p) hatte 
Legeadre ein besonderes Zeichen eingeführt, iiäniUch gesetzl: 

yi — sin' ^ i= ^ (9, Ä) = 

Diese Function, die in der Tlieorie der elttptiscl^eii Functionen 
immer wieder vorkommt, ist gleichsam als eine neue trigonome- 
trische Function zu bclrachleii, die dem (Cosinus verwandt, aller- 
dings aber auch noch vom Modul k abhängig ist. Führt man 
.aber statt 9? das Argument u « in, so werden sin am und cos 
amu ebenfaiis von k abhängig. £s sind daher 

sin am u, cos amu, ^ amu 

die drei liaiq»tsdebllcli8ten einfachen elUptischeu Fünctionen, aus 
denen sich die vier übrigen 

tg am u, cotg am u, sec am u, cosec am u 

durch l)lo6se Division ergeben."*) 

Neben dem Modul k hat Legendre noch einen «ttdem 
eingeführt, den Jacobi stets mit bezekimet, und' der mit k 
in der Beziehung 

! Ä:> + V> =5 1 

steht. Da diese beiden sich zu einander verhalten, wie Sinus und 
Cosinus, so ncuut mau nach Legendre jeden das (>oini)lenicnt 
des andern, oder auch den ekneo den Modul, den andern den 
complemeutären Modul. 

Die Function ^ wird für reelle Werthe von 9 stets posi- 
tiv genommen. Vergleicht man sie mit dem Cosinus, so erhellt 
zunächst» da 

• 

cos 9> = }/l — sin* tp, ^9 = — ** sin* ^ , 

• ist, dass für (p = 0 b(üde gleich 1 werden. Wäclist dann 97, so 
bleibt, weil k'^ ein echter Bruch ist, 

^ip > cos ^. 

Für 9 = 1" wird cos ^ = 0, dagegen = — k^ =k\ 



*) statt der Bezeiclinungen »in am u, cos «»im, d fim u liat fJu d er- 
mann in seiner,, Theorie der Modularfunctionen" (Crelle'a Joum. Bd. 18.) 
§ 6 die kürzeren 

' snu, cn«, dnu 

vorgeschlagen, welche m«ii ehenfalls augewetidet findet. 
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IMes ist also der kleinste Wertli, den dtp annehmen Itann, denn 

wächst niiii g über ^ hinaus, so wird wieder positiv und 

grösser als Hieraus folgt, dass die Function /l für reelle 
Werthe von 9 nieiaak versohwindeU Während also der Cosinus 
durch die Curve ABCDE (Ftg. 1) geo- 
metrisch darg^ellt wird, gieht die Curve ^'^r.^' 
ABfClfE ein Bild der Function d, wenn 'U 
BB^ = DIf ==s Ar' gemacht wird. _1 

Beraerkenswerth sind noch die sich 
▼on seihst ergebenden Relationeu 




weiche gewissermassen der Relation 

coB^9 + 8in*9 = 1 

analog sind. 

S 4. 

Es wurde schon § 2 erwähnt, dass die elliptischen Functio- 
nen für die Werthe 0 und 1 dos Moduls k in trigünoiiielri:?c!ie 
oder ExponentiaHunctionen uixTgt-hcn. Di^ ist nun leicht ein- 
zusehen. Denn für k^- o hat mau 

» = j d<p = q); also 9 = a» (m, 0) = m, mithin 
sin am (u, 0) sin v 

Für k = 1 aber ist 



^ ^ ^ und dann «ss sin am (u, 1). 



0" 

MSir landen § 1. lur diebeii 1 all 

X = — 5 

alsoi ist (v - ' 

v$» fim Integral und seine Amplitude verschwinden für jeden 
IlMib Wk4h||laich2eitig: daher ist 
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mn (o, k) =: o 

sin (un (o, k] = o, cos am io, k) = l, ^ am o, k) = \. 

Nimmt ferner die Amplitude denselben Werth mit entgegetige- 
setstem Zeichen an, su thut dies auch das Integral, also ist 

«m (— w) = — am u. 

Die Function am u ist daher eine ungerade Function, und ibt 
sin am ( — v) s — sin am », cos am (— u) s= cos am ti 
^ am { — m) = ^ am u. 

Aus den Betrachtungen des § 1 gehl hervor, dass die Dif- 
ferentiaiquotienten der elliptischen Functionen wieder elliptische 
Functionen sein werden» Diese sind jetzt leicht zu ermitteln. 
Zunächst folgt aus 

dtp jt I d am u ^ 

~- Ä ^g>; also — z — = ^amu. 

du, ^ du 

Dies zeigt, dass amu für reelle Werthe von u eine stets wach- 
sende Function ist. Femer hat man 

d siu qp ^ d co8 qp , 



dJip 

dip 



sin cp CO« qp 



folglich Ist 



(2) 



d s in fl»t tt 
du 

d OOS am u 

du 

d^ a mu 
du 



^ COS am u-^ amu 
SS — sinomti^/amtt 
f=: — A^' sin am ti cos am K. 



S5* 

Ilm die Aimendbarkdt d«'r riliplisrhen Functionen an einem 
Beispii'lc darzuthun» wollen wir die IJewegung des ebenen Pen- 
dels untersuchen und zeigen, dass die Function Sinus Amplitude 
diejenige Function ist, mittelst welcher die Ablenkung eines hin- 
und herschwingenden Pendels durch die Zeit ausgedrückt wird. 



» 
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Wir betrachten hier nur das mathematische Pendel, d. h. 

wir untersuchen die Bewegung eines materiellen Punctes, auf den 
die Schwert' wiikt, und der gezwungen ist, sich in einem iü'eise 
zu bewegen. 

Bezeichnet g die Acceleratioa der Schwere, l die Länge des 
Pendels, t den Winkel, den dasselbe mit der Verticallinie bildet, 
und I die^Zeit, so ist bekanntlich die DifferentialgleichuDg für die 
Bewegung des Pendels folgende: 

13) ies = -|rf«v,. 

wobei die Masse des materiellen Pimetes gleich Ems angenommen 

ist, uiai tlicjenige Ivialt als positiv an'^esehen wird, die den Win- 
kel il' m vergrössern strebt. jMaa kann ht kannllu Ii (»Imc Hülfe 
der elliptischen Functionen liieraus die HehUion zwisrlien ü' und 
<, welche die Bewegunj? des Pendels darsteiU, nur darni eruiittein, 
wenn man die Ahlenkung ^ so klein annimmt > dass man den 
Sinus mit dem Bogen vertauschen kann. Wir nehmen dies nun 
mcht an, sondern setzen ttber die Grösse von if nichts voraus. 
Man kann die Gleichung (3)« einmal Integriren, wenn man 

sie mit 2^ uiuitiplicirt; dann erhält man durch iulegration 

(4J (.^J-^-s*. + C 

WO C eine willkürliche Conslante bedeutet. Um die mechanische 
Bedeutung derselben einzusehen, bemerke man, dass derjenige 

Werth von if, für welchen verschwindet, ein Maximum- oder 

Mininmmwerth des Winkeb ^ ist. Bezeichnet man diesen Werth 
mit a, so hat man die Gleichung 

0 s= ^ cos « + C 

aus weicher 
folgt. 

Da aber a nur durch den Cosinus gegeben ist, so kann man 
diesen Winkel clienso wohl negativ als positiv annehmen. Da 
alsdann die Gleichung (3) zeigt, dass der Werth des zweiten 
BiffiMrentialqttolienten fOr ehi positives «r negatlr und f&r ein ne- 
gatives IE positiv wird, so sieht man em, dass 4- « der grteate 
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und — ee der kteinste Werth des Winkeb if ist Hieraus folgt, 
dasB das Pendel zwischen den beiden Werlhen + u und — a dei» 
Winkels ^ hin* und herschwingt. Allein hiebet ist stiUschweip 
gend Torausgesetzt, dass die willkürliche Constante C einen 
eben Werth besitze, dass cos a nicht kleiner als — 1 und nicht 
grösser als + 1 ausfalle. Es ist imii klar, dass diese Bediiiguttg 
nicht immer erfidlt sein wird. Wenn sie es aber nicht ist, dann 
gehüJt dem Cosinus kein reeller Winkel a mehr an, es exislirt 
dann kein Maximum - oder Mininiuniwerth des Winkels ^, und 
demibe wird, anstatt abwechselnd zu- und abzunehmen; entwe- 
der beständig zu- oder beständig abnehmen. Statt eines hin- und 
herschwingenden Pendels haben wir alsdann ein solches, das um 
die- ganze Peripherie herumschwingt. 

Um nun noch näher zu untersiMshen, wann dies eintritt, 
wollen wu* die Constante C durch die Anfangswerthe ausdrucken, 
d. h. durch diejenigen Werthe der Variabehd ^ luid ihres Diffe« 

rentialquotienten (der Winkelgeschwindigkeit), welche irgend 

einem bestimmten Werthe Ton i angehören. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir an, dass die Zeit von dem Augenblicke an gezählt 
werde, in welchem das Pendel durch die Verticallinie geht, und 
dass in diesem Augenblicke die Winkelgeschwindigkeit den Werth 
V besitze; dann sind 

iffsssa und e=s » 

die Anfangswerthe, welche dem Werthe t = o zugehören. Setzt 
man diese in die Gleichung (4), so erhält man 

also 

C = p« — ^ und cos cic 1 — 

Hieraus erhellt, da g, /, positive Grössen sind, dass cos a zwar 
niemals grösser als +1 ist, wohl aber kleiner als — 1 werden 
kann, »nämlich dann, wenn 

> 4g 

ist. Nun ist iv^ der Ausdruck för die Centrifugalkraft in dem 
Augeobiicke, wann das Pendel durch die VerttcaUlBie Uodurdi« 
geht^ Da ausserdem cos a positi? oder negativ Ist, je nachdem 
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Iv' < od< r > 2^, 90 erhält man für die Art, wie eiD ebenes 
Feudei schwingt, folge rult-s Kesultat: 

Wenn die Cenirifiigalkraft eines ebenen Pendels in dem 
Augenblicke, da dieses durch die Verticale hindorchgeht, kieiner 
als die doppelte Schwere Ist, so schwingt das Pendel in dem 
unteren Halbkreise hin und her. Ist die Centrifugalkraft grteser 
als die doppelte Schwere, so steigt das Pendel in den oberen 
Halbkreis und schwingt noch hin und her, wenn die Centrifugal- 
kraft zugleich kleiner als die vierfache Schwere ist; ist sie aber 
grösser als fhe vierladie Schwere, so läuft das Pendel um die 
ganze l^eripheric iienua. 

$6. 

Wir werden uns nun 2unäcii8t nur mit dem faiii- und her- 
schwingenden Pendel beschäftigen, indem wir das ganz herum- 
schwingende einer späteren Betrachtung vorheizten.*) 

Ersetzt man in der Gleichung (4) die Constänte C durch den 
Winkel «, so erhält maii 



(jr)' -7- (cos ^ - cos «) 



woraus 



V 'lg 



*lg y cos if) — cos a* 

und. wenn mau wie oben annimmt, dass und t gleichzeitig ver- 
schwinden, 

(6) ...... ««i/z r ""t^ 

f 'ig J r cos i/> — C08 « 

folgt. Dienet« Integral ist nun dn elliptisches, denn setzt man 

cos ^ = ar, wodurch 

dtp _^ dx 
y cos ^ — .«08 a y^i — a^){x — cos u) 

wu^, SO sieht man, dass die Grösse unter dem Wurzelzeichen 
vom dritten Grade isL Ihn min dieses elliptische Integral auf 
die Normalform zu bringen, hat man nur udthig. statt der Varia- 
bein ip eine andere Variable (p mitteist der Sntistiintion 

*) «icbe Ö lö. ^ 
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(6) sin i ^ = siii ^ a mi (p 

einzuführen. Derm Uadurcii erhält inau 

/ TTI n~" , , 2 sin t a cos m dw 

cos i = ^^1 - « rin»9 ; c/^ = 

^cos^ — OOS« = /2 sin cos 9 
mithin: _ 



Vcos 1^ — cor« y 1 — sin« 4 « sin« 9 

lliedurch ist die Normalform hergestellt, und der Modul des 
Integrals Ist sin 4 «. Setzt nao also 

sin I « = 

so erhält man, da die Winkel V' ""^ (p wegen (ö; gleichzeitig 
verschwinden, aus (5) 

(') . = 

Da nun hienach der Werth des Integrals sich gleich 
/ ergeben hat, so ist ^ die Amplitude dieses Atisdruckes. 
Also ist _ 

. substttuirt man. dies in (6), so folgt 

(8) siii ^ = Ar sin Ol» ^ , 

wodurch ^ ab Function der Zeit ausgedrückt ist. £s folgt dar- 
aus noch 

aUo _ _ 

(9) . . . . sin^ = 2/fsinamljj/^^/ai»r^^ 

cos = 1 — 2 A^sia^ «w» < ^7 
und die Winkelgeschwindigkeit wegen der Formeb (2) 
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Wir werden im Verlauf unserer Untersuchungen sehen, dass 

die elliptischen Functionen sich in sehr stark convergirende Heihen 
entwickeln lassen. Mittelst derselben kam» man sie alsdann für 
jeden gegebenen Werth des Moduls und des Arguments berech- 
nen. K.inii riiaii aber die Wn llic von Sinus AmfiÜtudo u. s. w. 
aus den gegebenen Daten linden, so leuchtet ein, dass die strenge ' 
Auflösung der Pendelaufgabc gerade so einfach ist, wie die ge- 
näherte Auflösung, bei welcher die Ablenkung durch den Sinus 
ausgedrückt wird. £inea Vorzug für die numerische Reclmung 
haben allerdings die trigonometrischen Functionen, nSmlich den, 
dasa sie in ausserordendich bequeme Tafeln gebracht sind, aus 
denen man ihre Wertlie mit grosser Leichtigkeit entnehmen kann. 
Tafeln von so bequemer Einrichtung lassen sich nun wohl für 
die elliptischen Functionen kaum aufstellen, vi eil die letzteren 
von zwei Grössen abhängig sind, dem Arginnenf und dem Modul ; 
dag<'gen sind die Heihen für die elliptischen 1 unc(ionen, beson- 
ders, wenn man die sogenannte 0- Function zu Hrdfe nimmt 
(worüber flns Nähere in H.'S^ so ausserordentlich convergent, 
dass dieselben in vielen 1* allen einfachen geschlossenen Ausdrücken 
gleich gesetzt werden können. 

Ein besonderer Vorzug, den die elliptischen Functionen ge- 
genüber den elliptischen Integralen besitzen, darf hier nicht un« 
erwilmt hleüien. GewdhnHch ergiebt sich bei mechanischen Auf- 
gaben schliesslich die Zeit ausgedrückt durch ein Integral, das 
die Goordinaten, ton welchen der Ort des beweglichen Puncies 
abhängt, enthsit. Dies ist aber nicht eigentlich das, was man 
wissen will; man wünscht Tielra^ gerade umgekehrt die Coor- 
dinaten durch die Zeit ausgedrückt zu haben. Das vorliegende 
Beispiel zeigt, wie die elliptischen Functionen diese Forderung 
erfüllen, während die elliptischen integrale nur die Zeit durch 
die Coordinaten aubdruckeu. 



* 
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Zweite Abschnitt 

Von der Periodicität der elüptiäcliea Fimctum^ji. 



sich scbliesMD. Daraus kann mm schon im varaus ahnehni^» 

dass die in % 1 erwähnten Eigenschaften, durch welche sich die 

Irigüiioiiietrist heil und Exponentialfunctionea auszeichnen, den 
elliptischen Functionen ebenfalls zukommen. Wir werden dies 
nacli und nach vollständig nachzuweisen buchen. Für jetzt aber 
wollen wir uns nur mit einer Eigenschaft beschäfligeu , nämlich 
mit der Periodicität. Die elliptischen Functionen sind hieria 
besonders merkwürdig, da sie eine d<^pelte Periode besitzen» 
eine reelle, wie die trigonometrischen Functionen, und eine ima- 
gfnftre, wie (fie Exponeutialfunctionen. 

Unter den verschiedenen Werthen, welche die d^ere Grenze 

eines elliptischen Integrals anneh)Qe.u kann, ist der Werth ^ be* 

sonders ausgezeichnet. Es soll sogleich nachgewiesen werden, 
dass man jedes elliptische Integral mit beliebiger Amplitnde zu- 
rückführen kann auf ein Integral mit der Amplitude ~ und eines^ 
dessen Amplitude kleiner als ^ ist. Aus diesem Grunde hatLe^ 
gendre das elüptiache Integral 



la fonction complete genannt. Wir wollen es das v oll- 
st. 'in d ige Integral nennen und nach Jacobi mit AT bezeich- 
nen, sodass 




2 




3 1 




Digitized by Google 



Abgcba. U. Vou der Periodicilii der ellipL FuncUonen. $7. 17 

ist. Logendre lutUc dafnr das Zeichen F' angewandt. Oiese 
(irösse liängt. wie man sieht, nur noch von dem Modul k ab> 
und wir werden sp&ler Milte! tiuden,'^) sie mit Leichtigl(eit für 
jeden Werth yon k zu bererlmen. Denjenigen Werth von if, 
welcher dem complementftren Modul k* xugebört« hat iacohi 
analog mit Jt beieiehnet, fiodass 



HC 

ist. 



a 



Was die Beachaffonhelt von IC anbetrifft, so ist anierst lilar, 

dass für k = o, =^ wiid. Ferner ist K immer positiv, denn 

da sich das bestimmte Integral als der Grenzwerth einer Summe 
ansehen lässt, und ^fp in der ganzen Ausdehnung des Integrals 
positiv ist und niemals verschwindet, so ist 1^ der Grenzwerth 
einer Summe von lauter positiven Grjyssen, mithin selbst )>nsltiv. 
Aus demselben Gnmde ist audr^ 



IT 

T 

dK j j^sin^qp dtp 



immer positiv. Daher ist K für alle von o versrhie denen Werthe 

von k grösser als ^ und wird zuletzt fßr A: = ] unendlich gross. 

Das letzte geht aus der algebraischen Form des Integrals hervor, 
denn, da man auch hat, sin ^p^x gesetzt. 



K 

80 erhält man für Ar = 1 



dx 

0 



%7~ 1 



Aus der Definition von K folgt imn, dass - die Amplitude 

von K ist, wenn der Modul Ar, und die Amplitude von Jü", wenn 
der Modul k' Ist; also hat man 



♦) Vgl. Abschnitt XII. 
Purere, ellipt. Functionen. 
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am [K, k) =s am (/t k'j = 



und dann sugleicli 

sin mnJC— l, eosamJCs=o, ^ am IC = k\ 

Hieraus iai ersichtlich, dass diese Ordase iT bei den eUipÜscfaen 

Functionen diesellx' liollc spielt. \vie die Zahl * In der Trigono- 

nietrie; in derThatvird auclt Tür den Fall, <iass die eUlptiscben 
Functionen in trigonometrisclie ubergehen , nämlich wenn k=ss o 

Es soll nun folgender Satz bewiesen werden: Nimmt man 
das Integral 



80 sind alle diese Integrale einander gleich und gleich A'. Um 
dies einzusehen, hezeichne n eine heliehigt* positive oder negative 
ganze Zahl, dann ist jedes der vorliegenden Integrale von einer 
der beiden Formen 





— sr, —2x,,,. — etc.. 



2ar, etc. 




oder 




Setzt man aber in dem ersteren Integrale 



1 = »« r- 



SO erhält man 




0 



T 




und setzt man in dem zweiten Integral 
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so erhält man 

Eio eUlptifM^lies Integral, dessen Crenzi^n zMci auf einander fol- 
gende Vielfar In- von I sind, hat also slets de« Wertli A\ Bildet 
mm daher nun ein elUpUsohes Iiitegrai, dessen untere Grenze 
' Null, und dessen obere Grenze ein beliebiges Vielfaches von " 

Ist, so ist der Werth desselben ein Vielfaches von Ä'. Denn 
es ist: 

ß -jt \f% *fz* 

n 

Nun ist die Amplitude des Integrals, dessen Werlh nK ist, 
iiiiiliiti hat man 

« . ^ = «m («Ä'j , 
Uder .weil ~ =:«i»irist. 

Es ist also der Heihe nach: 

— ^ amh 

e= am 3A^ = 3 . am 

2« = aai4i[r=4.fli«JSr 
u. s. w. 

Betrachten wir jetzt ein elliptis« )m s Integral mit der belie- 
bigen Amplitude a, so kann man, wenn /3 einen Bogen zwischen 
0 und ~ bezeichnet, entweder 

a SS lur -|- oder u = tm — ß 

2* 



I 
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20 Abaclm. H. Von der Periodicitlc d«r eUipl. Functionen. % 7. 

setzen, je nachdem das grosst« in a enthaltene Vielfache von ^ 

gerade oder ungerüile ist. Im ersten i alle ist 



oder, ^eiui man 



liti zweiten Falle erhält mau 



und wenn man hier 

^1 SS WX *— ^ 

setzt. 



sodass mau, beide J'älle umfassend, auch schreiiieii kann: 



liicdiircli ist das lulegral mit helieliiger Amplitude auf das volt- 
ständige Integral K nnd ein Integral, defuten Amplitude zwischen 
o und ^ liegt, zurückgeführt. 

Settel man jetzt: 



ß 



^ tf also amu. 



so ist 



folglich 
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oder 

am (2«A' + = nx + amu ^ 2n,amA' i amu 
oder üuch» weil 

am ( — z\ = — z, 
am {u + 2itA') ^ amtf jur. 

0ie vorstebeiideo BetrachUuigen setzen uns in dm Stand, 
von dem Verlaufe der Funetioti AmpHtudo» wenigstens fOr reelle 
Argumente, eine VorsteHung zu gewinnen. Betrarhtel man die 
UVrllie von amu als ilic Ordiri.ilcn cLuer (Äirve, drtcii Ahs« l<s<'ii 
die zugeliörigcjii Wi i tlie von u siinl, so eiilsprcriini dcji Al».s( is.scii 

0. %K, 3 AT, 4ic; etc. die Ordinalen ^ » ^» 2», etc. Die 
zugehörigen I'uni'te derCurve, At B,C,B,E eic, (Fig. 2) liegen dalier 
auf einer durch den Anfangspunct A gehenden p;^, 

(•eradeii. Da nun renicr ^^^^^ 2= ^ om « 

au 

ist und dalw r ITir m — o uml =r di<; Werllic 
1 und k' auiiiiaml, so steigt die Curvi' im 
Fiincte ^ unter einem Winkel von 45* an ' v /; 
und vermindert aUmäiig ihre St»>i<<:ung, bis im IVuicte B die Tan- 
gente ihrer Neigung gegen die AI>sci8senaxe gleich k\ geworden 
ist. .41sdann folgt aus der Gleichung 

am i%K — w) = n — am ti, 

dass das Stnck BC dem Slörke AB rnn<(tn(Mil ist, nur eine um- 
gekehrte Lage eriialten hat» und aus der (ilekliuiig 

am (2Jr + ff ) = ar -f- am tt , 

dass am Ii die (.m vciistücke CDE und ABC ( ongruent sind und 
gleich liegen. In dieser Weise »etzt :^ich die Curve nach beiden 
Seiten ins Unendliche fort. 

Die Periodlcität der elliptischen Functionen folgt nun au» 
dem Vorhergehenden unmltteibar. Denn da 

sin am u + 2ff) =: sui am u 

wid 

am II + 23r ^ ^tt + 4A^. * 

so folgt 

sin am (ii sui am u. 

Abo: Die elliptisrhen Functionen bleiben unverän- 
dert, wenn man ihr Argument um die Grösse \K ver- 
mehrt oder vermindert. 
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Aus denselben Betrachliiugen folgt abiM* auch, weil 
sie ± ä) s=s — sin ^ 

181« sogleich 

sin am {u + 2JC) -~ — siii am u, 

und wendet man dies auch auf Goiiaiis uid Delta ao, so erhall 
man voUattiidig die Formela 

!siii«m [H + Hl) =8io«m« «n «m (u _f 2 A')« — sio oai » 
cos am (u + 4A') cos am u cos am (« + 2 A') = — cos am u 

aus denen für « o 

8inam4A^=o sin am 2ä^=o 
cos am 4A = 1 cos am 2 A = — 1 

folgt. 

Die Periode der elliptischen Functionen ist, wie man siebt, 
nicht eine absolute Zahl, wie die der trigonometrischen Functio- 
nen, sondern häiii^i von dem Modnt ab. 1«^ daher der letstere 
nicht k soii(ierii A', so ist auch der Index der Periode nicht AiT, 
sonderu 4Af'. Also bal man z. B. 

sin am (ti + 4Ar\ ie) = sin am {u, k), 

»8, 

Die ellipllselien Functionen besitsen ausser dieser reellen 

Periode noch eine zweite , eine imaginäre. Uni diese zu ermit- 
teln, iinissen wir zuerst die elli[)tischen Functionen mit imaginä- 
rem Argumente auf die Form eoniplexer Grössen bringen. Zu 
dem £nde nehmen wir in dem Integral 

drp 



^9 

die Amplitude Imaginär an*) und setzen 

sin 9 = t ^; 

dann wird 

(11) ^» =y =^iM.> ' 

^ ' ^ . cos ^ cüB cos ^ 

*) Ceber die uähere Bedeutung ciueB Integrals mit imaginärer Va- 
riable Tefweison wir iraf Abschnitt XXI. 
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■ 

buUho, da auch t und g> gleichzeitig verschwinden: 

9 



Setzt man nun 



so wird 



II also lif am (m, k'). 



= iu also 9 = am (m , 



und sub$tituirt man dies in die Formeln (II), so ergiebl sich 



sin am iu = i lg am (u, A'i 

1 



COS oai tu 



cos flw (k, ^'') 
^ flw (u, Ar') 



cos 



► (12). 



Diese Forinelii zeigen ein merkwürdiges Verhalten tier ellipli- 
srlien Fnrirlionen : \\alirt'nd nfunlieh die Irigononielris» In n nnd 
ExpontMili iinnietioiien ITir imaginäre Aigiimcnle iu einander ül>er- 
gchen, verwandelij sicli dii' ('lli|)lis( In'ii Fnuelionen Tür imaginäre 
Argumente in elien solrln* Fnin tioiieii ^ <iereii Mudul jedoch das 
Compiement des ursprimi^liciien iModul ist. 

Aus den Fonn«'ln i r^^icbt sieh mm die zweite imaginäre 
Periode der elliptiseheii Functionen. Da nändieh die r«chten 
Theüe dieser Formein den Modui U haben, so bleiben sie wegen 
der reellen PeriedleiUit unverftndert, wenn man In ibueii u + 4Ar' 
statt u setzt. Thut man dies» so erh&lt man 

sin am ,iu _+ 4»A y — » tg am (w, k') = siu am iu 

C08 flwi (m + 4iJt) x= —-ZT/nn « cos «m Ar 
* ~" ' coB um ^w» * } 

Setzt man also wiederum tf statt tu, so eigielit sich 
sin am (u + 4iA'') = sin am u 
cos am (tf + 4il^) :=eosamu i (13)« 
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Der Index der imaginären Periode Isl also wejin 

der Modul A ist und dalior 4»A', wenn der Modul Ar' ist. 

Selzl man i^ftriiso in den I m iiu'ln (12) a+_2A statt n und 
vf ilalirl auf dn s lbe VVoise wie vorher, so erhall man niil Be- 
rücksiciiügung der Formeln (10) 

aiD Ol» (ii + 2iJt) s= sin am II 
(14) ' cos am (« + 2iA^) == — cos am u 
\J am {u ^ 2iK') = — ^ amu. 
Daraus ergiebl sich für » = o 

sin am AilC ^6 sin am 211!^ = o 
cos am iiit't.- 1 cos am 2tA!' =2—1 
^ am AiJi '=- 1 ^ am %iK' = — 1 . 
Endlidi kann man die beiden Perioden auch mit einander ver> 
binden, indem man in den Gleichungen (13) und (14^ aufs neue 
resp. II + 4Ar und ti ± tK staU u setzt, daan erhAlt man 

sin am iu + AK + AifC) = sin am u 
cos am + 4A' + 4tl^ = cos am u 
^am (u ±4K ± ^X) ^Jamu 

sin am (« + 2A' + 2«A'j — sin am u 

cos am (tt + 2Ar + s=5 + cos am u 

^am (tt + 2Jr + 2tA0 = - am ti 

und dann filVr » =: o 

. .sin am (4Ä' + 4tA''} = o sin am (2A' + 2tAf') = o 

^ cosom (4Ar i: 4^:^ « 1 C06am(2ir+ 2ar')sl 

^am {4Jr ± = 1- ^ (2*^ ± 2tX') — — 1. 

Dabei sind noch zwri lU iun kimgen /ii iiiaclieii. EIxmiso wi«- 
nämlich in der Trigoiionielrie bei der Tangente <ler Iii(U?x der 
Pniode halb so gross ist, wie bei den iibrigen Funclionen, so 
liaben auch hier ausser den allgemeinen Perioden 4A", 4A' 
4iA'' flie Functionen Tangens Amplitudo und Delta Amplitudo 
noch die Periode 2Ar, Sinus Amplitudo noch die Periode 2iir 
und Cosinus An^iiitudo noch die Periode 2£' + 2fAf'. Zweitens 
ist darauf aufmerksam zu machen, dass wir hier für gewisse 
ünaginäre Argumente negative Werthe der Function am ti er- 
halten. 
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S 9. 

Wir wollen nun zunficliol die gewoutieneii Aesullale auf die 
Pendelanfgabe anwenden. Aus der Gleichung ($J $ 6 

sin ^ ^ = m\ ^ sin 9> 

folgt, das» für di»ii Werth ~ von 9, ^ den Werth « aniiininit; be- 
zeichnet nun T den Zeitraum, der verlliesst. wälirenil ip von o 
bis a wächst, d. b. während das Pendel sich aus der Vertical- 
lioie bis zu seiner grössten Ablenkung bewegt; mit andern Worten, 
bedeutet T die halbe Schwingungsdauer, so erhält man aus (7) 

n 

Vüsim Ausdruck zeigt, dass die Schwttigung^dauer nicht von der 
grösslen Ablenkung unabhängig' ist, sondern vielmehr mit dersel- 
ben wärlist, Nvie «lies iiiil der Erfahrung ribereinslinunt. 
Setzt niau nun in der Formel (8) 

r i T 

so erhält man 

sin ^ ^ s=sln ^ nc sin am ^ I. 

So oft nun die Zeit um T wächst, wächst das Argument der Am* 
plitude um £. Daher entsprechan 

den Wertheu 0, J, 2 T, 3 T, 4 J, etc. von / 
resp. die Werthe o, IT, 2 JST, 3 A^» 4 etc. von / 

und die W'crthc 0, «, 0, — a, 0, etc. von ^. 

Zweien Zeiten Temer, welche um 2 T aus einander liegen, 

entsprechen zwei Werthe von ^ i, die um 2 A' von einander ver- 

sichiedeu sind. Ihnen gehören also zwei gleiche und entgegen- 

gesetzte Werthe von sin am / und daher aucli zwei gleiche und 

entgegengesetzte Werthe von if an. Ebenso entsprechen zweien 
Zeiten, die um 4 Taus einander liegen, zwei gleiche Werthe 

von ilf. 
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§ 10. 

Wir gehen nun dazu über, diejenigen Helaliouen zwischen 
«UipüJ9chen Functionen aufzusuchen, welche den Ingonometriseben 
Formeln 

sin (- — ^) = cos 9? , cos (.j — gp] ^ sin 9 

analog sind. Dazu bedfirfen wir einer Transformation, die, wie 
wir später sehen werden*), mit der Substitution sin9> = itg ^ 
aus derselben Quelle fliesst. 



cos \ 

Dann folgt \ (15) 

iuithin 

dtp dtp 

Da aber jetzt ^ s:= j für 9 = o wird, so erhall man : 

m M 

also 



7 

Setzt mau nun 



f 



^ CSS amu, 

so ist 



*) Vgl. Absebnitt VL 
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? 

J iC ^ M also ^ ss'oifi (AT — «), 

ond substituirt mao di«« in die FormelD (15). so ergeben sieh 
die Relationen: 

sm am (/f — w) = , cos am [K— t/)= — , 

k' \ 

Jacobi hat für die Function am (K — u) noch eine andere 
Bezeichnnag eingeführt. Weil n&mlich die Grösse K sich zu 

eiripni hpliebigen Arf,MinM'iil u Aliiilkh verhält, wie — zu einem 

beUehigi'ii Bogen , so hat Jacob! die Ainplitiiite von K — u 
das Complement der Amplitude von u oder die Coampliiud« 
Ton u genannt und demgemSss gesetzt 

am {K — u) = eoam ti. 

Mit dieser Bezeichnung kann man die vorigen Forniehi auch so 
schreilien : 

. cos am u k' siu am u 

sui coam u si=: — , cos coam u = — 

d eaiu ^ amu 

^ coam u = -TT — • 

Man köiHite aus diesen Formeln, indem man ti=:o setzt, 

<lie Wei'thc von sin am A\ eos am K, zl am K nochmals ableiten. 
Da wir aber diese schon kennen, so wollen \\\\\ indem wir u = 

setzen, die Werthe der eiUptischeu Fuuctioueu . für dieses Ar- 

gument ermitteln. Man erhält dann 

^ cos am — k' sin am 

sio am ^ = ^; Cüsiim ^ == ^, 

A am A am 

V K k' 
un(i daraus ^amj 

Kl K / k' K 

sinam- = p=rp^, C08flm^ = ^ A am- = yK 

tg am ^ = ^ , 

also auch 

K /T 
am - := arc tg ^ • 
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Aus den Formeln (16) ergehen sieh soglWeh die eiilspre- 
chemien fnr k' -\- u, weini man — u statt u setzt; iVihri. lußii 
ausserdem noch ti if statt Kr-u ein, so ergiebt sieb : 

r , ,.\ I COS mn u 

tau am lu + A) = -r —j 

\ / ^ /3 amu 

/.-\ y I rj-\ — k' sin am u 

{iii leos am im + ä 1 = + . 
^ } ^ — ' ' Jatnu 

I ^am (w + Ä-j = + , 

worin die obenfti und miterea Zeichen einander entspreclien. 
Wendet man nun diese Formein noelmiais an und zielit auch die 
Formeln (12) zu Höife, so erfajIH man aueh Ausdrficice für die 

dliplischeu Functionen der Arguiueute im 4- A, m + i/t', m + A' 
-f. iK' und iu + Ä' + lA". 

Selzl man zuerst in (IJ) lu statt u und weudet (12^ au. so 
erhält mau 

iain /im (iu + AT) = + "3 — r v \ 
^ — ' — J am (uy k ) ^ 
— i k' sin am («, k') 
^ am (m ± Jf) = + "'^ 7 ^" - J i^- 

Sffzl iiwui lerner in (12) A'' statt m und wcmlel \ \1\ an, 
iudeiu man K' mit AT also auch k mit A' vertauscht, so erhält 
man : 

'sin a« + tÄ^O - ^eos«-.(«, A: ) 
* — ' Ar sin /wn k ) 

COS flui (m + lAT ) i= + 



A: sin mh (m, Ar ) 

Druck! iiiaii afx'i uiedeiüiii millrisl (l'i^ die rlli|»(is< lH'ri Fnnelio- 
nen mit dem Mudui k' durch solche mit dem Modul k aus, und 
setzt aisdann u statt iu, so erliäit man 



sin um im + lAT'j = + t 



A sin am K 

cos «m (m + »AT J = + 



A:. sin « 
^ am (u + iAf'j =rr IjT t cotg am u. 

Setzt man in diesen Fonnein u = o, so ergiebt sidi, dass die 
Ausdrücke 
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sin am (+ f'A"), co««rm (+ HC'), d am {±_ UC') 

mipndlich gross sind. 

kl den vorigeR' Forneln su)jsUtuir<>ii w'xr nun wieder ir +iT 
und u — K statt ti, dann ergiebt sich mit Hütfe von (17) 

Ski flj« (m + Ä' + lÄ") = + ."^^^ 
<M>s «III (m + ± tA") + 



uud 



^ am H- A' + i.Är'j = ^ ik' tg am u 

■ 

sin öiw (m - AT + tÄ") = — 



cos a;» (m — Ä' + »A^) = + - 

— ' — Ar coa am» 

^ ow (» — if J: Or') = ± *' tg am «, 

Uhr 11 s 0 folgt 

sin am (JT ± lA ") = i • 

cos atn (A' + lA^') = 

^lam(K ± iK') = o. 

Es sind also K±^ iK' die beiden Werthe von ti, fQr welche d amu 
verschwindet. 

EndHch setzen wir noch hi den beiden letzton Formelsyste- 
nien tu statt ti, und wenden wieder ^2) an. «Mgieht sich: 

sin «III («* + ir + iÄ") = + £^tp^Ü 

cos «mtm + AT + iK') == :p' «!L£21^lili£> 
d am (m + Ä' + iK') = ^: k' an am («, k') 

und 

sin am (»« - A'i iK) = - 
cos tfm (är - A^ + = + »ilfSi^iM) 
z/ «m (im — K +iK') ^. k' sin am («, k'j. 

Vergleicht man diese grosse Menge von Formeln mit den beiden 
ihnen entspreciienden trigonometrischen Fonneln> so Uast sieb 
der ReichUiuffl von mnalytiscjien Beziehungen nicht verkennen, 
den die elliptischen Functionen darbieten. 

Bine Eigenihilmllchkeit, die diese Formeln zeigen, verdient 
noch besandem hervorgehoben zu werden, nämlich die, dass 
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überall die Aiisdrürke fiir Sinttö, (^oi^iiiiis uiiii IMlla M aUen drei 
FuBctionftn fionselben Nenner haben, abgesehen van einer Con* 
fltanleD. Dica ist natdrlich uUAA außdligi sonteii liat darin «einen 
. Grund, dtsa idia drei FimeUniien Shmh» Goaiain uad Mia gleieh- 
zeilig unendlich werden, wie aus den Formeln 

Itiiciil erhellu uäiuUci)« wie wir olien fanden, lür die beiden Werth« 

Die Anwendung dieser Eigenschaft ist hfiufig bei den spStereh 

Entwickelnngen von Nutzen und kann zur Erspnrung MeiÜäuflger 
Kechnungen dienen. * 

Ausserd' iu lialMMi ohige Formeln als Tiiiiisi"orma(i(msr(U'metii 
grosse Redeutiuig, weil man mit ilu'er Hülfe dureli SulmliluLiun * 
der Argumente « -|- Ä', m -J- lA'', ete. an Stelle von u leicht von 
einer elliptischen Function zu einer andern üt»ergeheii kann. 



Dritter Absdmitt 

Vua der Keductiou der elliptischea luitigraie aul die 

Normalfonn. 



^ Sit 

Die Einführung der elliptischen Functionen (IiiitIi Umkeh- 
rung des ellipiis« Ikmi Integrals beruht, wie wir gr^ in n li.tlx^n, 
wesentlich auf einer gt wissen einfachen Form des lelztereu, die 
man die Normal form nennt, nämlich der Foirm 

Wir haben femer in dem Beispiele von der Bewegung des ehe» 
nen Pendels gesehen, dass das elliptische Integral -sieh nicht im- 
mer von selbst In der gewünschten Fora darbietet, sondern erat 
durch geeignete Snbstitttliooen aitf dieselbe zurückgeffthrt werden 
niuss, und dass dann die Substitutiunsformel von der grö&sten 



Digitized by Google 



Abiolin. Von der Aedaction der elUpt« iHtegnie elc. ^11. 31 



Wichtigkeit ist. iittkm z. B. bei dor IViidciaufgabe von ihr der 
Aosdruck, dnrrh welrhon die AliUMikimg ^ durch die Zeit aus- 
gedrfickt wird» abbiogi. Es ist daher nun von Wichtigkeit, zu 
zeigen, daK mid wie mao jede» belieUg« elliptMehe Integral auf 
drei bestimmte einfache Formen rediiciren liann, die man nach 
Legendre die elliptischen Integrale der ersten» zwei- 
ten un^ d ritte A Giittung nennt. Das bis jetzt betrachtete 
Integral 



durch dessen Untk« la iing (üe elUptiBchen Fuucttnnen entbanden, 
bildet die «irste Gattung. 

Aus der Integralrechnung ist bekannt, dass man das Integral 
einer jeden algebraischen rationalen .und jeder solchen irrationa- 
len Function, die auf ihre einfachste Gestalt gebraßht, mir die 
Quadratwurzel aus einem Ausdrucke des ersten oder zweiten Gra- 
des enthält, auf algebraische, cyclometrisehe Functionen oder Le- 
garühmen zurüd^hren kann. Uebersteigt jedoch die Grösse 
unter dem O^^dratwirzdzeichen den zweiten Grad, so ist die Ue- 
(lurtiou auf dir genannten Functionen nicht mehr möglich, viel- 
mehr hat man es d ifin mit wesentlich neuen Finictionen zu tlum. 
Elliptische Integrale, im weitesten Sinne des Wmtes ge- 
nommen, nennt man nun die lutegrale solcher algebraischer irra- 
' tionaler Functionen, die eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck 
entweder de» dritten oder des vierten Grades entlialten. Wir 
^»«rden spater sehen, dass der erster« Fall, wenn das Radlcal 
vom dritten Grade. lst> sicih' ab ein spedeller Fall davon, dass es 
vom vierten Grade ist, ansehen lässt. Bezeichnet man daher mit 
M eine Wurzelgrösse vierten Grades 

und mit / eine algebraische rationale Function, so ist 

Jf{x,R)dx . 

die allgeraelttste Form eines elliptischen Integrals, 

Bezeichnen nun M\ M", ....;/>/>', P", .... 
rationale Functionen von x, ^o ist 

M-\- M' Ii -f- M" fi*-\- M'" /(»-{-. . . . 
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die all^empinste Forni der Function f, die sirh, \v<»il gämrnilichp 
^pi idcii l*oU'uzen von R ia(ionale Puactioiitiii von a- siml, niid 
siuniiitliche tmgfradcii Potenzen von 7? sich als Producta aus R 
in rationale FuocUoneu von x darsteilea iasseu, auf die Fortn 

» 4" >^ - • ' 

rediielrt, worin in, m\ p wiederum rationale FianctioBcn von x 
bedeuten. Jedes elliptische Inte^^al Ifleat sich hienach auf die 
Form 



J 



lirlngen. Multi|llioirt man den in diesem Integral enthaltenen 
Bruch im ZShIer nnd Nenner mit p^p'R, so erhalt man 

mp — mp i^' P — mp'yR 



J 



Setzt man aber 

mp — mp' ^ _ m'p — mp' 

- p* m — v*^ 

SO sind L und N wiederum rationale Functionen von und es 
wird " 

\f[x,R)dx — I Ldx + INRdx. 

Hienach serlegt fdch ein elliptisches Integral im Allgemeinen in 

zwei Tlieile, von denen der mx^^ J'mx, da er ein integral einer 

rationalen Function ist, dureh eine algebraische, eine cycfamietri- 
sehe- Function, oder einen Logarithmus ausgedröckt werden liann, 

der andere, J NRdx, dagegen ein elliptisches integral ist. Na- 
türlich wird es häufig vorltommen, dass die Function X Null ist, 
sodass alsdann der Theil des Integrals, der nicht elliptisch ist, 
verschwindet. Wir haben es nun bloss mit' dem zvieiten Tbeile 
zu thun, der sich auch 



schreiben lässt, oder wonn man 
^etzt, die Form 

F{x)dx 
R 



ß 
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hat, wo \elziF{x) eiac aigebi aische rationale FuocUoa von 
X bedeutet. 

Von. der Beschaffenheit der Fiinclion F{xj hängt es mm 9h, 
welcher der <|rei Grattungen das elliptische Integral angehdrt, und 
es sei darüber gleich so viel bemerkt, dass, wenn die Functian P 
nur eine Gonstante ist, man die erste Gattung erhSlt; enth&lt 
aber F{x) wirklich x, so wird man auf die sweite oder dritte 
Gattung geführt; en kann aber auch der Fall eiDtreteii, ila»;s das 
Integral aufhört, eiu elli[)tisches zu sein. 

§ 12. 

Wir behandeln zuerst den Fall, dass F{x) eine GonsCante ist, 
beschäftigen wo» also mit dem Integral 

Stellt mau die Gleichung 

auf, so hat dieselbe, da sie vom 4ten Grade ist, entweder 4 reelle, 
oder 2 reelle und 2 imaginllre, oder 4 imaginäre Wurzeln. Wir 
nehmen diese Wurzeln alß bekannt an und bezeichnen sie mit 

0, p, 03, 71, 

wobei in dem Falle, dass imaginäre Wurzeln vorbanden sind, p 
dem 0, und ar dem & conjugirt sein möge. Es sei femer 

[x — o) {cc — p) [x — (O) {x — ff) S=s Ä'», 

also auch 

Wie auch tÜe Winz('h< lu'.sriiatreu sein mögen, man kann 
Siels H'- in zwei reelle quadratische Factoren zertäüen. also 
setzen 

R "'=z \_{x — m)'^ -h «] [{x — (if + V]. 

Durch die Wurzeln ausgedrückt, ist dann 

(a?— -|- « = (a: — o) {x — p); (ar— ft)' -|- v= (« — o) {x — jt), 
woraus 




folgt. Daraus geht hervor, dass m, «, ^, v in der That reell 

Dnrtt^c, illipt. FuDetioneu. 3 
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sind, und ferner, dass n und v negativ oder |»ositiv anstalien» je 
nachdem resp. p und cj, it reell oder imaginär sind. 

Die erste zu erfüllende Forderang ist nun die, den Ausdruck 
B,"^ in einen ähnliehen umzuformen, der aber die ungeraden Po- 
tenien der Verinderlichen nicht mehr enthält. Dies kann auf 
ftehr verschiedene Weise und namentlich durch Substitutionen 
von sehr verschiedem^ Ordnung geschehen. Wir wollen hier 
nur eine Substitution der ersten Ordnung und fiU* deiv Fall/ dass 
alle vier Wurzeln reell sind, ihrer häufigen Anwendung wegen, 
im Abschnitt VI. eine Suhstitution der ziteiten Ordnung benutzen. 
Dabei folgen wir dem von Rirlielot in der Abliandlung: 
..llelicr die SubstiliHioiKMi der erstfii Ordnung; iimi die Umformung 
der eilipliscben Inli'grale in die INürmalform,** (Grelles Joura. 
Bd. 34.) eingehaltenen Gange. 

Setzt man 

so hat man 4 Grossen, r, s, 0^ über die man so verfugen 
kann, dass der Ausdruck R"^, durch y ausgedrückt, die ungeraden 
Potenzen von y nicht enthält. 
Aus (2) folgt zunächst 

und hieraus 

W - ■ ^ [,-r-(.r-~.)y? ■ 

Soll nun in beiden Factoren das in y multipticirte Glieil ver- 
schwinden, so erhält man zur Bestimmung von r,s,Q, a dl«* 
Gleichnngen 

i[m — fi]' r a -\- h{q — r) {6—s) = o 
(m ~ /ü 1^ Q0 + V — r) «y — s} = o. 

Da dies nur zwei Gieiehungen sind, .so bleiben zwei der zu he 
stimmenden Grössen willkürlieh. Wählt man die Verhältnisse 
- und - als die durch die CoeflGcienten des Ansdnickes Ä** aus* 

zudrückenden (^iiössen, so ergiebt sich aus (5j <lur( ii Division 

r s n 

9 Q v ' 



(6) 



* 
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und da man die zweite der Gleichungen (5j schreiben kann 



wenn man den ebengeruDdenea Werth von ^ siibstUuirt, 

Alsdauu iuigi sugicich . 

wodurch — uod — im Cebrigen eindeutig bestimmt sind, nur d»s» 

m wiUkArlich bleibt, ob man die Differenz |)ositi%' oder 

nt'gativ, d. h. — > oder < ~ uiunut, wodurch die WerUie dieser 

Grtaen nur mit einander vertauscht i^erden. Ob aber die Sub- 
stitution auch reelle Werthe föi — und - liefert, bangt davon 

ab, ob der Aiisdru« k 

den wir der KQrze «egen mit IT bezeichnen, positiv itA oder 
nicht. Nun erhellt zuerst, dass W positiv wird, wenn eine der 
Grössen n und v positiv und die ander« negativ ist. Dieser Fall 
tritt aber ein, wenn die Gleichung Jt^=^ o zwei reelle und zwei 
hnaginäre Wurzeln hat. Glebt man ferner der Grösse IF die 
Form 

W ~- [(m — fij^^n — r]' -f- 4 (m — v, 

so sit'ht iiiiiii, da.<s sie |msili\ \\\vi\, so|jal<l nur v |)osltiv ist, d. h. 
sobald die (Iloirlmng R'^ — n ül)('iiiau|<t «'in l*aai- imaginärer Wur- 
zeln hat, ^deicbvicl oh das andere Paar hm-II oder imaginär ist. 
Wenn also iniaginärt; Wurzeln vorhanden siinl, er\v<'ist si( Ii die 
Transformation stets als reell. Für den (bitten Fall der Uealität 
aller vier Wurzeln endlieb sind n und v beide negativ und dann 
kann man W in zwei reelle Factoren zerlegen, indem man 

jr=[(m — ft)2 + « -I- 1/ + 2 Ynv] [im — fi)- -j- » + v — 2l/nv] 

erhält. Bröckt man aber dies durch die Wurzeln der Gleichong 
B^=^o den Fonneln (i) gemftss aus, so erbBU man 

r 
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Diesen Ausdruck kann niaii durch zweckmässige Aiiordonng der 
4 Wurzein stete positiv maciien. Des Folgenden wegen mdge 
aber di« nähere Betraclitiing dieses Ausdrucks liier gleich ange- 
si'ldosseii werden. Er wird in folgenden 4 Fidlen positiv: 

1) Wenn o und p beide grössei' als ca und n sind 

2) „ o „ p „ kleiner „ co „ x „ 

3) *» o ,t p „ zwischen o und x liegen 

4) o 

Der gemeiusame Charakter' dieser vier Anordnungen lässt sich 
dahin aussprechen, dass sowohl o und p als auch o und x je 
zwei der Grösse nach auf einander folgende Wurzeln sein 

müssen, wenn man auch* die grösste und kleinste Wurzel als auf 
einander lulgeiith' gellen lässt, indem mar) iiaiii!i( Ii annimmt, dass 
man durrh das l'npndliche liindurrli ruf u » tler von ilcr grössten 
zur kleinsten in rorlualirciidtMii ZniicliiiH ii odrr von der kleinsten 
zur grössten in fortwälneiidi iii Abm-hmen lorLse breitet. Halt man 
dieses fest und bemerkt zugl(>irh , dass die drei letzteren Anord- 
nungen aus der ersten durch cycUsche Vertauschung entstehen» 
so kann man leicht sämmtliche Anordnungen, in denen IT positiv 
wird, aufstellen. Es giebt zunäclist, wie leicht zu sehen, vier An- 
ordnungen, bei welchen o und p beide grosser als o und x sind, 
nSmlich, wenn man die Wur/cin ihrer Grösse nach hinter ein- 
ander setzt, mit der grössten beginnend, die lolgcnden: 

O p CJ X, 0 p n CO, /i <i W JT, p O TT CD, 

Durch cyclische Vertauschung liefern dieselben die folgenden 16 
Anordnungen, bei welchen W positiv wird: 

p lO X i O p X €9 i p 0 €0 X 

CO 7t 0 \ p X (O 0 (t CO X p 

cj X o p ^ ' ' 3r fi) o p ^) CO X p n 
p G) (0 0 jt X ' X p o a 

Dabei ist zugleich ersichtlich, dass |^e Gruppen 3) und 4) aus 
den Gruppen 1) und 2) entstehen, wenn man die Grössen gerade 
in umgekehrter Ordnung nimmt. 



4) 



^P 0 X Cü 

0 7C CJ p 



i 



7t CJ p 0 
GD p 0 X, 
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In iHH'h nhri^'ni iiiüj;lir|irii b Aiionlmini:eii. Iiri wclclu'n 
itif Wurzeln o, p iiiul to, tt in rinuiuler gesriiolieii siuU, wird W 
uegativ ; es sind die folgfindcu : 

0 Ü9 p Jt & 0 SC p 

t» pn 0 0 « p a 
p Tc o & n p & o 
it 0 w p p m o 9C. 

Auch hier eiilstoht die zweite (iriippe «hireh tuikehruug der 
Reihenfolge der ersten. 

Naehdein wir die Teherzengun«? gewjinuen haften, dass mau 

mittelst der Formeln (0) die Verhältnisse - und — stets reell aus 

den gegebenen Coefficienteu dos Ausdrucks i^'' bestimmen kann, 
nehmen wir nun die Grössen r, s, a als bekannt an (zwei der- 
selben bleiben natilrlicb willkfirllrb) und ffibren die Reduction 

des DÜTereutiaii» zu Kude. Man henu'rke daiiei, dass vun den 

beiden Factoren , welche den . Ausdruck (4) für B'^ bilden , der 
zweite aus d«m ersten entsteht, wenn man die iateinischen Buch- 
stabeQ mit den griechischen vertauscht. Setzt man nun der Kürze 
wegen 

p — r — (tf — s] y = iV, 

so erhält man, da r, q, s, a so bestimmt sind, daas die erste 
Potenz von y verschwindet, für den ersten Factor 

{[.V — mf -{-n)— w — /t i'^ r* H- fi Q — rf -j- 

oder wenn man lui n den aus (5) gezogeiM'u Werth 

7 1 » = — 7- — — , 

.>ul>s(iUiii-t, 

= im - (if' irö - QS) ^ ^^}. 

Dureh Verlauschiin? drr liilrinix licn niil den ;:i i(M his( h<'ii Buili- 
stabeu ergiebt sich daraus sogleich Ifir den zweiten Factor: 
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- rt' +«') = (»— M)' l«» - H - frv»*} 

Setzt man min 



(8) . . 



Bo erhiill man 



Durch Differentiation eines der beiden Ausdrücke (3) folgt ferner 



rff— ^* 



mitbia 

dan 1 dl/ . 

Nachdem hiednrch das Radical für alle FdUe in seine* zwei rei- 
nen quadratischen Factoren zerf^it ist, kann dasselbe, je nach- 
dem alle 4 Wurzeln, oder nur 2, oder keine reell sind, in ehie 
der Formen 



gebracht werden. Nämiich setzt man 

(9) 

so erhdlt man 

dx l dy 

fi ~VÄLn 



1 dz 



VamT 



Setzt man daher auch noch 

ML * ' 

80 wird 

Ä Vaml'' ^a-2»)(i-ft««t)* 

Allein wde aus (9) erhellt, Ist diese Reduction nur reell, wenn 
L und ^ gleiches Zeichen haben« und wenn auch dieses der Fall 
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isl, so wird (Incli k imaginär, \v«*tiii L' und M' von versfliiede- 
ncm Zeichen siiitl. Nun ergicbt sit li alier aus (8) mit Hucksiiht 
auf die Gleichungen (5) 

ML^- — n M L' ' - — V. 
Mithin haben M, L gleiches Zeichen, wenn die Wurzeln o imd p 
reell sind, und ebenso sind M\ Ii Ton gleieheui Zeichen, wenn 
o und n reell sind. Die vorstehende* Transformation ist also 
reell, wenn alle vier Wurzeln reell sind. 

Sind zweitens o und p reell, dagegen o und inr ima^'inär, 

so isl positiv, daher 2 reoll, aber j, negativ. Setzt mau, daher 

L . IT , , 

.W.A 

so wird für den Fall, dass nur zwei Wurzeln reell sind, 

dx \ <h ■ 



Sind endKfh drittens sowohl 0 und ;> als auch cd und ar ima< 

M II' 

ginar, so ist sowohl ~ als auch jj negativ. Da im setze man 



wodurch man 



erhält, oder wenn mau 

'10) M^-*' 

setzt, für den Fall, dass iieiue Wurzel reell ist, 

dx 1 

Jode dieser drei Formen geht nun in die gemeinschatlliche 
Normalform 

dcp 

über, wenn man 

im ersten Kalle r ^ sin ^ 

im zweiten „ 25-= cos <p 

im dritten „ s = lg ^ 
setzt Die Substitution z = sin 9» des ersten Falles ist schon g 8 
erwähnt worden; sie giebt 
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dx 1 dtp 

Im zweiten Falle erhält man 

niitbin» wenn 
gesetzt wird, 

<f;r 1 rfqp 



Im drittea Falle erhält man durch z = tg 9:' 



dtp 



cos 9 cos 9 

al$o, weqn 

1 »2 ML'—M'L ^ 

^ ~ * ML' 

gesetsi wird, 

^ Ä Y—AMI/ Kl — Ir'siiiV 

Hiedurch ist für alie Fälle die Redurtion auf die Normalforra 

nnsgoffihrt. Alloin dan)ii di«'s«' Ht'diK tion reelh» Formen liefere, 
nniss im ersten Falle z < 1 und Ar < 1 sein. Im zweiten Falle 
muss ebeiilalls 2 < 1 sein, dagegen erleidet k keine Beschrän- 

kung. weil = ~ immer lilelner als 1 ist. Im driUeo Falle 

endlich kann z heliehig sein, weil es der Tangente »leirli gesetzt 
wird, dagegen muss A < 1 sein, wenn k reell und kleiner als 1 
werden soll. 

Wir werden nun zuerst den dritten Fall betraehlen, weil 
derselbe sich kurz erledigt und dann , da z alle beliebigen Werthe 
annehmen kann, keiner weiteren Erörterungen bedarf. Beim er- 
sten und zweiten Falle müssen wir jedoch, und das soll im 
näclisten % geschehen, auf die Wurzeln der Gleichung £'b=o 
und auf das Intervall der Werthe, welche die Variahle x bei der 
Integration durchläuTl, Rucksieht nehmen. 

Im dritten Falle war nämlich (10) 

* — IST' 
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aus (8) folgt aber 
mithin ist 

Nun blieb in den Formeln i6) das Zeicben der Diflerenz 

noch wiUliärÜch, man kann es also immer so wählen, dass k'^ 
positiv ausfalle, wodurch zugleich und also auch kleiner als 
1 wird. Man erhält ferner aus (8) und (7) 

und dadurch geht die Formel (U) über in 

dcp 



— =7/' 



§ 19. 

' Wir gehen nun zu einer näheren ii<'trachtung des ersieii 
Falles über, die zugleich zu VorschriftiMi ITihreii wird, wie inaii 
in jedem Falle die entsprechenden Siii>süiuüoiieii zur Redu< timi 
in die Nornialforrn , gleich (hncli die Wurzeln der («ieicbuiig 

r= 0 ausgedrückt, linden kann. 
Wir hahi n gesehen, da$s man immer durch eiiie Suhstitution 
der ersten Ordnung, welche zwei zu bestimmende Gonstanten 
enthält, den Ausdruck 

, Ä ^^(« — a) (a? — p) (af— a) («^ar) 

auf die Foim 

^(i^«»)(i-jfc»»*)' 

in welcher C eine constante Grösse bedeutet, zuröckfiihren kann. 

Da das Radical R verschwindet, wenn x elui^n der Werthe 

0, p, a, n annimmt, der Ausdruck (1 — z^) il — k'^z'^) aber zu 

I 1 

Null wird, wenn z einen der Werthe — 1, + x» — -ü 

erhält, so folgt, dass die Substitution der Art sein muss, dass 
jedem der Werthe o,p, o, « von x einer der Werthe +1» — l* 
-f- ^ , — \ von z entspreche^ Welcher Werth von z jedem ein- 

zelnen der Werthe von x zugehöre, ist wiilkinlicii aiizjuieliHien, 
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nur iiuiss (hiraut {{iicksicht gcnuiiiincii werden, Uass o und />, und 
ebenso auch co und 7t j«» zwei nuf oiiKuider folgr'ude Wurzeln 
werden, damit nacli dem v()ri<^en ^ die i ransfonnation reeli aus- 
falle. Wenn nun aber k ein positiver echter Bruch ist, und dies 
wollen ^ir. ja zu bewirken suchen, so folgen die vier AVerthe vuii 
z, für welche da» Hadu al in z verschwindet, in folgender Reihe 
der Grösse nach auf einander: 

(12) ... . + p + A'-i. — r 

Es wird also der genannten Bedingung genügt" werden, wenn 
wir annehmen, dass diesen Werthen von z der Reihe nach die 
Werthe 

CO, Ü, p, 7t 

von X entsprechen. Uni aber zu bewirken, dass diese Wertlie 
von X und z zusammengehören, isl es nur nölhig, zu seLzeu 

X — o = a(l — z), a — & = e{i—kz) 
a?— p=6(H-;r), « = 

worin a, h, r, d constante Grössen bedeuten. AUebi zur Herstei- 
lung der llediiction bedürfen wir nur zweier constanter Grössen. 
Wir können daher auch je zwei der ol)igen Gleiehunf?en durch 

IHvisiou zu einer einzigen vereinigen und erhalten dann 0, 

jsssP gesetzt, 

worin 0, P, k zu bestimmen sind. Diese Bestimmung ergiebt sich, 
wenn' man in diesen Gleichungen für x die Werthe o, p, o, x 

und für z die iluien entsprecheudeu Werthe +1. — 1, .Hr-j. — j 
subsütuirt. Dadurch erhalt man 

0»— o ^ I — Ä- o - CO ^ 1 — Ar 

» — p i+A 0- Jr 1+* 

n — o • ^ l-\-k p — (0 p 1 

w — p 1—* p—n 1— * 

und daraus durch Mul^plication 

/la^ («— o) (n—o) na_ — <o) (p — to) 
. ' • ^ — («-p)(„.-p) ■ (o-n){p^n) 

und durch Divhdon 

\l+k) io-n)ip-u»y 
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£s ist zu bemerkett, daiss die let/leroii drei Ausdrucke die- 
selben Pactoren, nur In verschiedener tinordnung, enlballen, wie 
die Gritase W des vorigen dass sie also auch in densellien 
PSUen posHiv werden, wie jmie. Da wir nun Sorge getragen 
haben, dass o, p und <d, 7t je zwei auf einander folgende Wur- 

1^^^ positiv, und daimt die Trans* 

formation reell. 

Da sich mir die Quadrate der (irösseu 0, P. y^jlj 
haben, so müssen wir über das Zeichen demselben eine Entschei- 
dung treffen. Nun Ist aber _~ positiv oder negativ, je nach- 

dem k kleiner oder grAsder als 1 ist,*) um daher k als einen 

echten Hriiih zu crliuUi'u, nniss luaii den positiven Werth der 
Quadrat^viuzel nehmen und setzen 



DifferenCirt man ferner die Gh>ichungen (13). so erhält man 



(16) 
oder 



dz '" o -p (1+*)« «— « ' (l+fc)^ * • 

ilieraus folgt, dass die Verhälluisse 

0 P 

— - -- r 

immer dasselbe Zeichen haben müssen, und dass sie negativ zu 
nehmen sind, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, dagegen po* 
sitiv, wenn z abnimmt, während x wfichst ülenacb ist das 

Zeichen von 0 und P m bestimmen. 



*) Man bemerke, dass die Werihe (i2) ihre Aufeinanderfolge nicht 
Endera^ wenn k grosser als I iet, wofern man 4en Durchgang durch da§ 
Unpndiiche beruckvcktigt, was in dieser gansen Betrachtung stets ge> 
schiebt; sobald aber k negativ ist, höreu o, p und », auf, aufeinander- 
folgende Wnraeln m sein, und dann wfirde 0», negativ 
werden. 
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Dividiii man iiiui liic («imt iiungeu (13) und (16j durch ein- 
auder, so erhült man • 

m 

in — j)) fix 2dz ^ {to — ir)dx 2kdz 

miiliiu 

dx 



(17) 



yA{x — o) (x — p) {x — to) (x —n) 
2Vk dz 



VA{0—p) («— ar) 

worin das obere oder untere Zeichen zu wälüen ist, je naclidem 
as und' z gleichzeitig abnehmen, oder ,t 'Wächst, wShrend^r ab* 
nimmt. 

Wir haben nun zu ztigon, dass es möglich ist, die vorstehende 

Transformation so Hnzurichtcn, dass z immer kleiner als 1 wird. 
Üazu niiissrn wir ;int das Intervall Rfirksicht nehmen, welches 
die Vnrialilf a- hvi iler Integration diinhläuft. Es seien, der 
Grösse nach geordnet, 

«, ß. y. ä 

die vier Wurzeln der Gleichung E^=a, sodass 

cc > ß > y > ä 

und 

Ä'^ ^ä'»=^ fa'— a) (x - y\ [x-^S], 

Dann werden sännntliche VVerthe, die x ilherhanpt annehmen 
kann, dnreli die; vier Wurzeln in vier Intervalle gelheilt, nändicli 
in die Intervalle 

D« ß 

%ß Y 

4) d . . . .4- oo . . . a, 

und es ist klar, dass Ä'' negativ ist, wenn x im IstPu und lileu, 
und [msitiv, wenn x im 2ten inid 4ten Intervalle liegt, d. h. 

R'^ negativ, wenn 1 a > .r > ß, 3) y > .r > d 

R"^ jKisltiv, wenn 2) j3 > a: > y, 4J a? > d oder « > x. 

Wenn also x aus einem zwischen zwei auf einander folgende» 
Wurzehd liegenden Intervalle in das nächst folgende hinübergeht, 
so wechselt Ä** das Zeichen. Daraus folgt: wenn das gegrheue 
elliptische Integral üherhau|d ein reelles ist, so werden die Gren- 
zen der Integration in einem iuid demselhen Intervalle zwischen 
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zwei auf einander folgenden Wurzeln der Gleicbiiag R^=so Ue- 
gen, und ist dieses Intervall das Isle oder 3te, so wird die CoH- 
stanle A rn'gativ sein. HälU' ihau es aber mit einem imaginären 
Integrale zu thun, so dass x mehrere Intervall»' (liirclilaufen könnte, 
so wurde man das Integral in iitehrere Tlieilc zerlegten können, 
in der Art, dass die drenzeri jt (h s einzelnen Integral ein Inter- 
vall Dicht überschreiten. Wäre z. II. das Integral 

V 

gegeben, bei welchem A negativ und 

« > ^0 > /5» ß>^i>y 
m, so wurde man haben 

j ' (ix / (Ix . I f/x 

In jedem l alle hat man es, sei es von v<»rne herein, sei es durch 
Zerlegung, nur mit Integralen zu (hmi, dcj cii hcidc (irenzen sieh 
in einem und demselhen von v.wt i auf einander luigcnden Wur- 
zeln begrenzten Intervalle lieliiulen. 

Nun waren bei der Reduetion o und p als diejenigen VA'erlhe 
von X angenommen, welche den Werthen + l |md — l von z 
entsprechen. Wenn daher x während der Integration zwischen 
o und p liegt, so wird auch z nicht über die Werthe + 1 und 
— 1 hinausgehen. Hienach hat man, um zu bewirlien« dass z 
nicht grosser ais + 1 und nicht icleiner als — 1 werde, nur 
nöthig, in den obigen Formeln für o und p diejenigen Wurzeln 
zu setzen, zwischen welchen die Grenzen des gegebenen oder 
dem Ohigtm gemäss in i^ine Theile zerlegten Integrals liegen. 
Es IVayi sieh alsdann nuih, vxelehe Wurzeln man IVii üj initl z 
zu setzen liahe. Dies ergiebt sieh dtirrli fok'cndt' H<'li arhtnng. • 
Die Wurzeln o. p, a, ic waren diejeni^^en VVeitiie von x, welche 

resp. den Werthen -f- 1, — ^* +p "^"J * enteprechen. 
Ordnet man diese unter der Voraussetzung, dass Ar < 1 ist, der 
Grösse nach, so hat man entweder die wachsende Reibefolge der 
Wertbe von z 
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entsprecbcud deu WerÜieii von x- 

jr, p, o, a, 

oder die abnehmende Reihenfolge der z-Werthe 

+]■. +1.-1.-1 

enlitprechend den x-Werthen 

O, 0, p, 7t. 

Während daher x alle Werthe abnelimeiid durchläuft und nach 
und nach die Werthe a, ß, y, d annimmt» durchläuft z entweder 
abnehmend oder zunehmend die eben genannten Werthe. Man 
denke sich nun dieses Abnehmen oder Wachsen ohne Aufhören 
durch + <3o oder 4: cc hmdurch; dann kann man die Werthe 
auch cyclisch mit einander vertauschen, ohne die Reihenfolge zu 
ändtTH. Da ni*\u inin jedcsiiwil (lii'jriii^^»'!) zwv'i der Werthe a, 
ß, y, d, zwischen weh iii'ii dir (ircnzcii des Integrals liegen, den 
AVertlieii i> und p von x gleich zu setzen hat, indem die lelztert^n 
den Wei theil + 1 und — 1 von z entsprechen» so ergicht die 
Reihenfolge jedesmal, welche der Werthe a, ß, y, d man den 
Werthen m und ar gleich zu setzen hat. Babel ergeben sich 
jedesmal zwei Substitutionsformeln, indem man entweder x und z 
gleichzeitig abnehmen oder aber bei abnehmendem x das 2; wach- 
sen lassen kann. Ein Beispiel möge zunächst das Vorige erläu- 
tern. Es mögen die Grenzen der Integralion zwischen a und ß 
liegen, also a > > /3, und ,r und z sollen gleichzeitig abneh- 
men. Dann entsprechen einandei* lolgeude VVertbe von z und x 

* ^ "jf > ."4" 1» — 1> — 

. . , . . <a, 0, p, X. 

Nun sind a und ß die Grenzen des Intervalls, in welchem sich 
a befindet, also hat man diese den Werthen 0 und p gleich zu 
, setzen, und zwar, weil x von 0 nach p abnehmend angenom- 
men wird, und auch von « nach ß ein Abnehmen statt findet. 

0 = a und p = ß 

zu setzen. ]\mi folgt auf p die Wurzel x, und auf ß die Wurzel 
also ist 

endlich folgt a> auf x (wenn x ist diu^h + <x> hindurch) 
and d auf y, also hat man zuletzt 
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zu setzen. In Siinlicher Weise kann man in allen übrigen Fällen 
verTahren; das folgende Schema giebt an, welches die in jedem 
Falle eiuauder entsprechenden Werllie sind: 

X und z nehmen gleiciizeitig ab 

tt> X > ß 

ß> x>y 

y > X > m 
ö ^ x od. X ^ a 

z wächst bei abnehmendem x 





+ 1. 


— u 


1 

k 


19, 














y 








d 
















ß 



# 

1 


«... 


i 


-1, 


+ 1, 


^ k 




•1* ... 




p> 






»>x> ß 








A 


y 


ß> x> y 








y* 




y > X > ö 






y» 






d > a: od. a; > a 






«, 


ß- 



Für jedes der Intervalle, in welchem x liegen kann, erhalt 
man so zwei Reductionsformeln, bei welchen sowohl z als auch 
k echte Brüche werden, und zwar so, dass bei der einen x udd 
{ gleichzeitig wachsen und abnehmen, bei der andern dagegen z 
wächst, wenn x abnimmt und umgekehrt. 

Die volbtändigen Formeln min für jeden Fall aufzustellen, 
hätte keine Schwierigkeit. Ks scliciiit i\\un' bequemer zu sein, in 
jedem vorkommenden Falle nach dem obigen S( bema die für 
0, p, a, 7t in sel/.enden VVerlbc aul/ii-m In n und dann die For- 
meln (13), il4), (15) und (17) anzuwciidcii. 2suv ein Beispiel 
diene zur Erläuterung. 

Es sei > > d, also A bei reellem Integral negativ, und 
z wachse bei abnehmendem ar. Dann entsprechen einander fol- 
gende Werthe: 

1 ^ 1 

* • • • • j^» •!> *i" 1» Ib 

in, p, o. o. 
""""k y, d, «. 
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« 

Also giebt zuerst die Forinel (15) 

ierner erliülL maii aus (X4) 

und zwar ist 0 negativ zu nehmen, weil 

0 o 



0 — p 9 — y 
positiv werden muss; dann folgt aus (13) 

— = 0 li^ 

und endlich aus (17) • 

dx' 



yA{x-a) Cv-ß) (.r-y) (i-*) 
2fT d: 



yA{d — y) (a~ß) Vn — z*) (\-k»'J)' 
WO das Minus-Zeichen zu setzen xsl, weil z bei >vactisendem x 
abninnnt. Weil A negativ ist, so wird die rechte Seite dieses 
Ausdrucks reell, da auch d — y negativ wird. 

lieber die Bestimmung des Zeichens der Grösse 0 sei noch 
folgende Bemerkung erlaubt. Dieses Zeichen ist, wie oben be- 
meriLt, so zu wählen, dass 

0 

negativ wird, wenn x und z gleichzeitig abnehmen, im entgegen- 
gesetzten Falle pusitiv. Nun entspreciien einander die Werthe 

, 1 , , , l 

^ " *' ' A: ' ^' * "~ T 

vT ... . CO, 0, p, 7t. 

Wenn datier x und z gleichzeitig abnehmen, so ist mit einer so- 
gleich anzuführenden Ausnahme, o > />, mitbin 0 negativ zu neh- 
men. W^ächst aber x bei abnehmendem z, so ist mit AuisBchluss 
desselben Ausnahmelalles o <Cp, also 0 wiedenim negativ zu neh- 
men. Die Ausnahme aber tritt dann ein, wenn die Zu- oder Ab- 
nahme von 0 nach p durch das Unendliche hindurch geschieht, 
wenn also o und p die grösste a und die kleinste d der Wur- 
zeln sind, d. Ii. wenn die Grenzen des zu transformirenden Inte- 
grals beide entweder > a oder ^ d sind. Alsdann ist o — p 
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bei gltMchzeitiger Abfialiiiu' von x iiiul z negativ, im entgegenge- 
setiten Falle positiv, dann also ist 0 positiv zu nehmen. Hier- 
aus ergiebt sich die Regel: IJegen die Grenzen des auf die Nor> 
maiform au redueir«Ddeii kilegrals in einem der drei ersten In- 
tervalle l)a*.,.ß, 2)fi.*..r» 3) ^'....d, flo ist a negativ: liegen 

die Grenzen aber in dem vierten Intei*vaUe 4) 9 ,..,Jfoo 

80 Ist 0 positiv. 

SteHt man die Rednctlonsforraeln nun noch einmal zusammen, 
so sind sie folgende: 

f ' — ^' L t/*** 3"*^ ( P — (15^ 

' ' ' ' . . (13), (14) 



(17 a.) 



o 

p 

Wein 



ft) {p — O}) 



I .1 in riiM'iii der dr<*i ♦ r.sUui IiitiTvalle Ütjgt, 
4- wenn x im vierltiu iutervalle liegt. 



= 1 



^ 2Vk d z i 

-|- wenn .r und z gleiclizeitig abnehmen, 
— wenn x wSchst bei abnehmendem z. 



(17) 



S H. 

« Wir geilen nun zur Betrachtung des Falles fiber, dass di« 
Grösse nur vom dritten Grade Ist. Es wurde schon $ 11 
erwähnt, dass man dies als einen speciellen Fall betrachten kann, 
der sich durch Speciflcation der vorigen Betrachtung erleiligün 
lisflt. Dies beruht auf dem bekannten Satze, dass, wenn eine 
algebraische Gleichung «ien Grades «Imcli »las Versehwinden der 
Coeffirienten der m hochMon Pokiizrn drr riilH'kannten aul d* ii 
^n- r7»)ten Grad rcducirt wird, m Ihvvr Wiirzrhi linendlirh j^'ross 
geworden «dnd. Ist mm dii* Gleichung fi- = o mW vom dritten 
Grade, so kann man sie als eine filoichung vierten Grades be- 
trachten, deren eine Wurzel unendlich ist; man vilril d dier auch 
die zog^drigen Reductionsformeln ans den vorigen ableiten kön- 
nen , wenn man ehie der Wurzeln unendlich gross setzt, und 
zwar, was gleiehgfiHig ist, entwedor <He gr Aaste = -f oo oder 
' die kleinste = — go. Es seien cc, ßy y die drei reellen Wurzeln 
der Gleichung dritten Grades A^=^ o, und wir nehmen d — co 

D«ref «ilipU Fancltoncii. 4 • 
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an; d^nn. sind die Intervalle für dte Grenzen der Integrale 1) 
a...ß, 2) ß"-y, 3).^... — oo, 4) +<3o....a^ Im Uebrigen 
bleiben die im Yorigen § gegebenen Vorschriften bestehen, nur 
ist liberal! ^ 8 oo zu setzen. Den EioiluSs da?on wird man 

am besten an dem im vorigen § gegel>enen Beispiele übersehen 
können. Dividirt man nämlich in den hetreflendeu Formeln nnter 
den >Viir/( Iz« "u lien entweder im Zähler nnd Nenner od<'r auf 
beitlf ii Seilen des Gleit hheUszeithens mit d oder Ö ^ mid setzt 
daiui d = oo, so werden die Verhältnisse je zweier, d enthal- 
tender, Factoren gleich 1, und die Wirkung des Unendlichwerden» 
von d ist daher einfach die, dass man alle- Factoren , welche d 
entlialten, fortzulassen hat. Auf diese Weise, ergeben sich fol- 
gende Reductionsformeln : 

Es ist y > X — 00, nnd sc nhnmt mit wachsendem z ab. 
Man erhält 

LziA ^ 4- 7/l3. -J_ — 7/^~* IT Lni 

^ r y — a* x—y r ict — yj^^-y) i-J-s 

«te _ 'iVic dz 

VA{x^a){a:-^^){x-'y) V -A{pt fi)' ^'{l— js»} (1— 

§ 15. 

Ks soll nun zunächst die im Vorigen auseinander gesetzte 
Metliode an einem Beispiele erläutert werden, und zwar stellen 
wir uns die Aufgabe, das elliptische Integral, das bei der Bewe- 
gung des Pendels die Zeit bestimmt, nämlich das Integral (5) 
8 6 . . 




II 



aul" die Normallorjn in reduciren. iJasselhe kann znerst auf ver- 
schiedene Weise in algehraischer Form dargestellt werden. Die 
scheuibar einfachste Art, die aber bei einer Transforiu^tion der 
ersten Ordnung niclU die einfachste Reduction liefert, entsteht, 
wenn man 

cos ^ == 07 

setzt» wodurch man, weim zugleich <lei Kiirze wegen 

OOS « = « 

g9setzt wird. 
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/ l i* lifo? 

(19) ' - j/k-c«- 

erliält. Wie iikih sioht, ist alsiUim «las Hatliral J?^ vom 3t©u 
(iraile und zuar zerlegt es sich von seibsl in 3 linear^ Factoren, 
indem die Wiir/clu der IxkicliuBg i2' = o der Grösse nach ge* 
ordnet die- folgenden 

+ 1. + «, — 1 

sind. Der Winkr! a bedeutet den grössten Werth, {\m der Win- 
kel amiehjueii kann, cos ^ oder x kann daher nicht grösser 
als + i und nicht kleiner als a werden, wodurch es sich bestä- 
tigt, dass X nur in dem Intervall zwischen den beiden auf ein- 
ander folgenden Wurzeln -f 1 und a liegt 

Fftr ^e Wurzeln o und p haben wir daher in den Fbrnietn 
d«ft S 13. 1 und a zu setzen, und zwar entweder in dieser oder 
in umgekehrter Ordnung, je nachdem wir annehmen wollen, 'dass 
z und X gleichzeitig wachsen oder nicht. Da aber in (]9) x ab- 
nimmt, wenn / wächst, so wollen wir, damit t und z gleichzeiü^ 
wachsen, (liejcnige Reduction wählen, bei welcher z abuinunt, 
wenn x wächst. Da ferner die VVerthe 

1 1 
z»»..'4~-^» "4"!» 1 » " 'j7 

o;.... m, 6, p, % 

einander entsprechen müssen, so müssen wir statt der Werthe 

ö, 0, p, % 

resp. — 1, + ö, -h 1, oo 

setzen. Alsdann glebt zuerst die Formel (15) 

woraus 

cos \ a ^ • 

(olgt. Ferner loigt, au$ (13) und (14) 

X — a -m/ 1 -f- rt 1 — z 

und ans^n) 

dx %Yk ifc 

4* 
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Setzt man blerin noeh z = fAn tp und drückt a und nc durch 

a und i^,' aus, so erhält man die vollständigen Reductionsformeln, 
die iAu'v \on den in § Ö gegebenen versclueden und nicht so 
eiutat h ^^ie dirse sind. 

Zu diesen cinfaclieren gelangt man , wenn man nicht cos ^, 
sondern sin \ ^ in (18) als neue Variable einführt. Denn da 

cos ^ — CO» « = 2 (siu^ i'^ — 1 ^) 
ist, so wird, wenn man 

siu =^ X und sin 4 « = c 
set2t,<.daft eltipti^che Integral (18) 

1 = 




oder wenn man das Radical in seine linearen Factoren serfllU 

und dieselben nach der Grösse der Wurzeln, deren Reihenfolge , 
+ 1; + c, — c, — 1 ist, ordnet, , i 

0 

Der Winkel liegt wälirend der ganzen Bewegung zwischen + 
und — €c, daher x wiederum zwisdien den auf einander folgen- | 
den Wurzeln c und — c. Diese sind es dafac^r^ die wir an ■ 
die Stelle von o ilnd p zu setzen haben und zwar auch in dieser * 
Reihenfolge, wenn wir bewirken wollen, dass i, x und .2 gleirh- 
zeitig wachsen. Denmach hat man für 

ö. o, Py n 
resp. -\r 1» c, — c, — \ 

zu setzen und erhält aus den Formeln (17 a) i 

1+* — + (c+l)(-.c_l)~-l+c' 

a?~c jc-^ i) (^4-1)" 1 — s _ 1 

a>+c"~ f (— c— -c) l + s !^'«-|-r 
woraus 

x^cz oder sin ^ s= sin ^ a sin 9p ; 
endlich wird 

dx 2Vk dz 
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woraus» wie oben, 

//'- r — ^ 

' r g JVi — kWiu'(p 

folgt. * 

Wir scIiUesscn liiiTan «;Ici( li die ßetra« litiiii-; des ^anz hfr- 
iin)$!<'hwifigeiH)(Mi Pemlols. hesoiulei's weil liahei rerhl deutüch 
\xir(l, wie die Rodiicüon des eUiptisclieii Integrals auf die Nor- 
malform wesentlich von den Grenzen, zwischen denen die Variable 
zu nehmen ist, abhingt. * 

Wir haben g 5 gesehen, dass, wenn man mit v die Winkel- 
geschwindigkeit bezeichnet, weiche das Pendel zur Zeit ^ s o, 
d. h. in dem Augenblicke, wo durch die Verticailinie hindurch* 
geht, besitzt, 

cos«==l-^- 

ist, iiiui (lass der Winkel a m ^xistiiiii aufliörl, uiul das Pendel 
ein ganz heiunischwingeudt'^ wird, wenn 

2 > 4g 



ist. iSuii folgt 



, t/1 — Cosa -./( 



In dem vorliegenden Falle ist also c > i. Wollte man nun die 
vorige Reduction ohne Weiteres auch hier anwenden . so wfirde 
der Modul k s=s e nicht mettr ein echter Bruch sein. In der 
That ist aber hier eine andere Reduction nothwendig, weil die 
Grenzen der Veränderlichen andqre geworden sind. Ordnet man 
die' Wurzeln der Gleichung R^=:o wiederum ihrer Gi;össe nach, 
so siiid sie 

• + '% H- 1, — 1, — 
und jft/.l liegt .r = sin k 4^ uiv\\\ mein- /^visehen + * iiiui — c 
sondern zwischen + 1 und — 1. Man hat daiier fiir 

o, p, X 

resp. -¥ +1, — 1, — c 

zu setzeil. Mit diesen Werthen' erhült man dann 



weil dei* positive Werth der Wurzel genommen werden muss, und 
c > 1 ist» woraus 
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e 



e r A>« 

folgt. Ferner wird, weil nun ors + i, p=s — i zu setzen ist, 

woraus x=iz oder ^ = 29 

folgt. Endlkh Ist 

da- 'iVk dz 



Vix-c) ix- 1) («4-1) (a?+c) K'2.2c (1— A:V) 



und 

// / • d<p ^2 / * rfy 

Ö 0 

Bei dein ganz lieriiin8rh\vinp:cn(l(Mi TNmhIcI lässt sifh liienai h der 
Winkel ^ selbst durch die AuipUtude des lulegrals ausdrückeo. 
Mämtick da 

/ ' t>/ 

ist, so hat man 

s am y und daher ^ =r= 2 y ^med. » 

und damit hestali^M sich, dass d^r Winkel ^ fortwährend wächst, 
da die AiMpUiinlc für reelle WitIIh' dos Arguments eine stets 
wachsende Fihh lioii ist. (§ 7.) li^s wird sirli später zeifren, dass 
auch diL' l uiuLiüii Ampliludo in eine stark ( ouvergirf iidc Reihe 
entwickelt werden, und daher auch ffir jeden Werth des Argu- 
ments und des Moduls bereclmet werden kann. J>a uacli § 4 

damu ^ 
— ; — s= ^ amu 
au 

ist, so eirhält man auch die Winkelgeschwindigkeit 

§16. 

Wir gehen nun zu dem zweiten Falle über, in welchem die 
(Ueichung Jt^s=so zwei reelle und zwei imaginäre Wurzein hat. 
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Wir haben §12 gesehen, dess ia diesem FaUe der Aittdruck 
^ auf «lie Form 



gebracht werden kann. Man kann min diesen Fall kurzer erle- 
digen und aus dem ersten Falle herleiten, wenn man k imaginär 
annimmt und 

setzt. >Vir wollen annchinon, es seien to und s die beiden cou- 
jugirtcn nuaginaren Wurzehi. Setzt man 

fO^(i ^ iv, 2 =^ fi — iv, 

so mrd 

Ji' = A ;.r — o] (ar — p) [(a: • — ^ r -f i'^J. 
sodass ^1 dieselbe Bedeutung, wie im §12 li»t, an Stelle von v 
aber zu setzen ist, was zviecknriissig erscheint, da diese Grdsse 
hier positiv ist Man erhölt nun zunächst aus (13) und (14) 



x — Q ^ — 1 / ( o — |u. - ty) {o - J- jV) 1 — ; 

Ueber das Zeieiiea gilt diesclbi' Hegel wie rriiher, näinÜch wach- 
sen w und z gleiebzeitig, so erhält dieser Ausdrnek das i-ntgeiren- 
gesetzte Zeichen >vie o — p, im umgekehrten Falle dasselbe Zei- 
clien. Ferner erfaAlt man aus (17) 

dx ' _ 

, ^ViT dz 



worin das obere oder untere Zeichen /n nehmen ist, je naelidem 
z und X zugleich wachsen oder nicht, literin ist nach $ 12 
z = cos 9) und 

zu setzen, dann erhält man 



(20; 



f 
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(Jiu endlich dea Modul zu btwüaNuen, zieht man zuerst aus 
(15) die tiieicbuug 

oder wenn man der Kurze wegen 

(o — ft)(/^ — + v* = ti, v{o — p}=v 

RCtZt» 

(21) SS = ±//^^ 

Iiier muss bei der Bestimmung des Zeichens zugleich auf die" 

Grösse A Rücksicht genommen und dasselbe so gewätilt werden, 
(liiss der in [20} enliiallene Ausdruck 

2X 

v{o — p) 

positiv win!. Mnltiplu ii t man in '^21' Zälilfr und Nenner liniis 
mit 1 — iX uud reciUs mit » so erhält man 

und daraus 

Da nun v = v{o — p) ist, so ergiebt sich 

und dieser Ausdruck muss daher dasselbe Zeichen wie A erhallen» 
d. h. das obere, wenn A negativ ist, das untere, wenn A positiv 

ist. Ferner erhält man 

also 

worin, woW liier das obere und mifcro Zciclicii dem oberen und 
nnincn Zeichen des vorigen Ausdrucks entsprechen iiiuss, eben- 
falls dasjenige Zeichen zu wählen ist, weiches der Grösse A zu 
kommt. 

Es war hier = cos ^ gesetzt, also muss daför gesorgt 
wenien, dass z ein echter Bruch bleibt. Da nun der Ausdruck 

(1 - z') (1 + X'^z') für die Werthe + i, _ i, + 1, - 1 w 



I 
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schwindet, so sind ancb hier o und p diejenigen Werlhe von 
welche den reellen Werüien + 1 und — 1 von z entsprechen. 
Nennt man aber a die grössere und b die Ideinere der beiden 
reellen Wurzeln, so wird das Gebiet von + oo bis — oo in die 
beiden Intervalle 

a .... 6 und . . . ^ co , . . a 

golheilt, weiche von den Grenzen eines Integrals nielit fibersehril- 
ten werden, wenn dasselbe reell ist. Um nun /u b<Mvirken, dass z 
zwisrhrii -|- 1 1)11(1 - 1 liege, hat man w'iv inün-v mir nölhig, die 
Subötitulioti ."^o eiiuui'K Ilten . dass x von o uarh p fortschreitet, 
wälirend z von + 1 naeh — 1 geht. 

l«t also 1) a > o: > 6, so muss man, wenn x und z gleich- 
zeitig abnehmen sollen, setzen: 

0 = 0, pss=6; 

soH aber x wachsen, während z abnimmt, umgekehrt 

o = b, p = a. 

Ist 2) ^ > A oder < fr, so hat man in dem Falle der gleichzei- 
tigen Abnahme von x und z 

zu setzen , weil alsdann x von h nnanfliorÜch abnehnn nd und 
durch -|- cx) iiat Ii a (ortschreiten<l ^a'dacht werden nmss. VVächül 
dagegen x bei abnehmendem z, so hat man umgekehrt 

0 = a, p SB fr 

zu setzen. 

Der Fall, dass das Hadical vom driihu Grade ist imd eine 
reelle Wurzel besitzt, erledigt sicii wii^der leicht dadurch, dass 
man wie im Vorigen eine Wurzel unendlich setzt. 

Der Fall zweier reeller und zweier imaginärer Wurzeln tritt 
bei der Rectificalion der Lemniscate ein. Die Gleichung die- 
ser Cmrve, bezogen auf diejenigen rechtwinidigen Axen, welche 
sie in vier congruente Theile theilen, lautet, wenn mit a die 
halbe Axe bezeichnet wird, 

(y* + x'^f -f- a'^ — x^i = 0. 
Noch einfacher wird sie, wenn man Poiarcoordinaten einführt und 

xs=reosif, y SS r sin ^ 
setzt. Dann verwandelt sie sich in 

<22) — «' (cos* if — sin' 11/}= o oder r = ± a ^cos 2^. 
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iNun ist» weuu das DifTt^rtMitiHl des Ho^^eas bezeichnet, 

d8^= dr^ + r 



Atis (22) «ber folgt 



Setzt man jetzt 

' r 

a * 

80 ist c, da r iiichl grösser als a werden kann, ein echter lirucli, 
und mau erhält 

Hier hat das olliplisclie Integral schon von selbst die gewniisdile 
Form, denn es schreibt sich sogleich 

Daher ist X^^l und folglich it'^^^. Mithin erhält man durch 
z = C06 go 



Dieses Integral mit dem speciellen Werth des Moduls k ist 
dadurch historisch merkwürdig, dass an ihm die ersten Eot« 
deckungen über elliptische Integrale gemacht worden sind. 

Um auch noch kurz des 3tcn Falles, in welchem alle 4 
linearen Factoren des Radicals R imaginär siiid, Erwähnung zu 
timn, so haben wir diese n 1-all sdion im § 12 abgemacht. Es 
erhellt nun aber auch, il.iss der Umstand, dass hier das Gebiet «lor 
Werth(» von .r nirlit dui c h das \'orhandensein reeller Werthe, (Tir 
welclie B verschwindet, in Intervalle getheiit wü'd, mit der Sub- 
stitution tg^ = z, welche der F. rosse z alle mdgiichen Werthe 
anzunehmen erlaubt» ganz im £iuklange ist. 
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Vierter Absehnitt 

Von den drei Gaitungeu elliptischer Integrale. 



§17. 

Wir haben tu» im Vorigen ledigUch mit der Reductiou des 
Integrals 

J ^' 

in welchem R die Qnadratwurzel aus einem Ausdruck des vierten 

oder dritten Giades bedeutet, besrh«fti«,'t. und es ist gezeigt wor- 
den, dass man immer ein solriit s luli'^rai auf die Form 

bringen kann, worin C eine Constante und k einen echten Bnich 
iMszelchnet. Die dabei anzuwendende Substitution war stets von 

der Form 

wenn a, b, c, d constante (irosseii bezeichnen, nnd lür z luUte 
man in den drei Ffdlen, dass die r.ltMrliiiii|^ ^ o vier oder 
zwei oder keine reellen Wurzeln hat, resp. sin (p, cos 9?, tg (p zu 
setzen, sodass die Snbstitutionsformehi in den drei erwähnten 
FiUen resp. vim den Formen 

,0Q\ ^ «4-6 sin y a + fccosg) a -f 6 tg <p 

sind. 

Wir geben nun zu der Betrachtung derjenigen eliipUschen 
Integrale Aber, welche im Zähler noch mit einer rationalen Function 
von X behaftet sind, welches, «ne g H gezeigt worden ist, die 
aUgeineinste Form ist, auf welche die elliptischen Integrale stets 
redudrt wei'den können, nämlich die Form 



J 



R * 

wo F{üc] eine algebraische rationale Function bezeichnet. Indt^m 
man die Substitutionen (23) anwendet, g«ht in den drei Fällen 
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der BeschalTeiiheit von R das obige Integral in eine der Formen 

sin' 9» 

' /Ki=^ 

über, und es ist klar, da die Sidistitutioneii (23) linear sind, dass 
dir in den Zülilern voi koiuiiH iuleü J uiuiiuncn / \^iederuni ratio- 
nal sein werden. 

Es soll nun zuerst jrezeigt werden, dass, wenn diese Kunr- 
üonen f ungerade l^^unctionen sind, die vorstehenden lnte*,q*ale 
aufhören, elliptLsehe zu sein» und auf Logarithmen, cyclometrische 
oder algebraische Functionen fähren. Eine ungerade rationale 
Function hat nämlich die Eigenschaft, dass sie gleich dem Pro- 
üuct aus einer geraden rationalen Function In die Variable ist; 
eine gerade rationale Function aber ist stets eine rationale Func- 
tion des Owadrats der Variablen. Bedentet daher f eine ungerade 
und F eine beliebige rationale Function, so hat iiiau 

In diesem Falle nehmen also die drei Integrale (24) die Formen 

/* siu y F ( ain^ tp) dcp /' cos (p F {cos^ cp) dcp /*tgqp A' tg^ qp ; '/'p 

an. Setzt man nun In denselben 
wodurch 

cos* ^ = 1 — 2 , l g-* CD = , dw = 

wird, so erhält man 

8iny/*(dn»y)i/y VzF {z )di F(z)dt 

Kl-**8iii«<p 'iyx{i—t){l-kH) 2^(1— «)(1—*'«) 

co8<pF(co 8^ (p) d^ VV-^t F{ \ — z)d ^ F(\ — z) d z 



tg <jD F ( t«r2 cp) dcp 



In keinem dieser Integrale Obersteigt nun die Grösse unter dMi 
Qnadratwurzelzeichen den «weiten Grad, sie fähren daher sammt- 

lich entweder auf algebraische oder cycloinetrische Functionen 
oder LogarithuHMi und sind iii( hl t lliplisclie Integrale. 

B»'(l(Hitet IVnicr in den lulegralcii (24 f ''in<' b« lichige ra- 
tionale Function, so kann man dieselbe iiunier iu eine gerade 



Digitized by Google 



Absclin. IV. Von den drei lialiun^en eliipt. Lilegrale. ^ 17. 61 

und eine ungerade Funftion zerlegen. Denn man hal, was auch 

f sein möge, immer die identische Gleichung 

f{u) = i [/(II) + /(- «)] + 1 [f{u) ^ •*)]. . 

IHe Function f (u) + /* (— u) Ist aber eine gerade Funclion» da sie 
ungeSndert bleibt, wenn man — u statt u setzt, und ebenso f\u) 

— f( — u) eine ungerade Function, da sie den entgegengesetzten 
Werth amiiiiunl , wenn — « statt u gesetzt wird. Ifieraus geht 
niiij henor, dass die Integrale (24; sich im Allgemeinen in zwei 
Theile zerirgen, von denen der eine kein elliptisches Integral ist. 
Nach Absonderung dieses Theiles haben wir es daher nur noch 
mit Integralen zu thuo» welche im Zähler «ine gerade rationale 
FuneUon von sin ^p, w&tp oder tg tp enthalten. Wie oben be«- 
merkt» sind aber gerade rationale Functionen stets rationale Func- 
tionen des Quadrats der Variablen, daher sind die Integrale, mit 
denen, wir uns zu beschähigen haben, wenn F eine belieluge ra- 



tionale Fonction bezeichnet, und das Zeichen dtp = yi—W^ip 
wieder eingeführt wird, die folgenden: 

. r F(sm^(p)dq> f F(co^^ q>)dip f F{ig'^(p)d<p 

(25) ' J " J«p— ' J ' J — ^ 

Da endlich von den Grössen sin^ ^, cos^ 9» tg^ ^ jede durch 
Irgend eine derselben rational ausgedruckt werden kann, so sind 
diese .'drei Formen nicht mehr wesentlich von einander yersebie* 
den, sondern können auf einander reducirt werden. Wir knüpfen 
daher unsere weiteren Betrachtungen an eine derselben an, wozu 
wir die cu^te wählen, also das Integral 

(26) ........ 

Eine rationale Function besteht im Allgemeinen aus «einer 
ganzen und einer echt gebrochenen Function; letztere kann wie- 
der hl Partialbruche zerlegt werden; daher kann man sagen, dass 
die Function F [m^ tp) aus einem Aggregat von Gliedein von 
der Form 

M [in + sin- (p]t^ 

bestehe, worin der Exponent eine positive oder negative ganze 
2ahl oder NuU, und die Coefficienten jlTund m reelle oder hna^ 
ginäre ConsCanten sUid. Es sei besonders hervorgehoben, dass 
bei der Zerlegung einer gebrochenen Function In Partialbrüche 
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mit Nennern voü vorstehendti* Form letztere auch imaginär wer- 
den können. Wir werden darauf späterliiu Itikksicht zu nehmen 
tiaben. Hienach zerlegt sieh das Integral (26) in eine Summe 
von Integralen von der Form 

J ' ' 

und es lässt sich nun zeigen, dass jedes Integral von dieser .Form 
sich auf drei Formen zurücliführen lässt, die entstehen, wenn 

entweder 

^ = 0 oder fi =f 1 oder ft = — 1 
ist, d. h. auf die drei Formen 

/ dy / (m^-ain* tp) dtp C rfqp 

welches die' von Legen dre festgestellten drei Gattungen ellipti- 
scher Integrale sind. 

Dazu fßhrt eine Reductionsformel , die sich ans 4cr tdenti- 

schen Gleichung 

[m -f- sin^ (pf' sin (p cos tp ^tp = 



(27) 



9 



ergiebt. Führt man hier die Differentiation rechter Hand aus. 
so erhält man unter dem Integralzeichen folgenden Ausdruck, der 
in ti^ multiplicirt Ist, 

2ft m + sin* <p)^ ^ sin'^ (p cos^ (p -\- 
(m -f- sin-^ fp)^ j^cos^ 9 ^dip — »in* 9 ^ — *!2i£!^£2L_£j ^ 

uud multiplicirt mau den ganzen Ausdruck mit dip, so erhält 
man'^nCer dem Integralzeichen als Factor von J| den Ausdruck 

j2f*. (« + sin* sin* 9 cos* q> <^/*9? + 

^^^^ + sin* fpf \eo&^fp^<p — sin* tpj^ip — ** sin'^ cös*^]. 
Setzt man zur Abkürzung 

m 4- sin* 9? = 

\Yodurch , 

sin*^ »— m, cos* 9 = 1- i» + *»» ^ 1 — Ä*» 4- ic*« 
wird, und sufastituirt dies In (28), so verwandelt sich dieser Aus- 
druck In folgenden 
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— 2i* ^ . t^"^^ + (2/* + 1) ^. - ^2/1 -f 2i C. + 
worin zur Abkürziiii*^' 

-8 = 1 + 2» 2*-i» + Wm^ 

gesetzt ist. Dieser Ausdruck nun, mit multiplicirt und zwi- 
schen den Grenzen o um! (p integrirt, bildet die reclite Seite der 
Gleiehiing (27). Bezeiciiaet mau also mit das Integral 

-f ? 

j t'*^ fiep l'(m -}- sin^ y)f* dq> _ _ 

80 erhall man die gesuchte neductloDsformel 

1 29] (w -|- sin* sin g? cos 9 ^93 = — 2"^ ^'a— 1 + (2^* + 1) ^ ' 
- (2fi + 2) C F^^i + ^2/* + F^+a- 

Mittelst derselben kann man Jedes Integral mit einem belie- 
bigen Exponenten (i auf die folgenden drei 

r^, F,, und F_, 

ziurückführen ; denn für a = 0 oder |it = — 1 erhält man V.^ 
oder F— 2 drirch diese drei ausgedrückt; für == 1 erhält man 

ausgedrückt durch V^, F,, F„; aber Fj war schon 
durch Vp ausgedrückt, also kann man auch F3 durch 
die nämlichen drei Integrale ausdrucken. Ebenso erhält man für 
fi = — 2, ausgedruckt durch Vjl^, F_i, und also 
auch durch F~|, F^, F^. Fährt man auf diese Weise fort» so 
ergiebt sich, dass man för jedes beliebige das Integral F^ 
durch Fy, Fj, F_j ausdrücken kann. 

Zwei älmiicbe Rediiclioiisformeli» kann man crhalti'n, weini 
man von den beiden andcreu dci- Integrale ^25) ausgeht. Die- 
seÜH'n lassen sicli aucU aus i29; ableiten, wk'ww mau einmal 
cos ^ = sin (p imd das andere Mai 1 lg ^ = siu 9 uud zugleich 
— m m setzt. 

Iliedurch ist nun nachgewiesen , dass man jedes eiUptisclie 
Integral im allgemeinsten Sinne, d. h. jedes integral einer ratio- 
nalen Function der Variablen und einer Quadratwurzel aus einem 
Ausdruck vierten oder dritten Grades, theils auf algebraische, 
cydome^rische oder logarithroische Functionen, theils auf eine. 
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oder zwei, oder alle der di'ei Caltujigt'n elliptischer Integrale im 
engeren Sinne 

^^"^^ ' ' J J<p' J * J {m+sin^<p)J<p 

zurückföliren kann. Diese drei Formen sind nun diejenigen, 
welchen Lcgendre der Reihe nach die Namen: Elliptisches 
Integral der ersten, der zweiten und der dritten Gat- 
tung gegeben hat 

Wenn in dem Integral (26) die Function F eine ganze Func- 
tion ist, 90 Iftsst ^ch leicht zeigen, dass die dritte Gattung fort- 
fällt, und das Integral sich allein auf uinl F, . also auf die 
erste und zweite Gattung allein redueirt. Wenn uiiialich F eine 
ganze Function ist, so hat der Exponent fi nur positive Wertlie. 
Setzt man nun in ^29) zuerst fiz-o, so erhält man, weil dann 
das enthaltende Glied verschwindet, 

sin 9 cos 9) ^ Fo — 2CV^ H-3Ar*^f 
RIednrch kann man also zunächst auf F| und Vq zurück« 

führen. Setzt niyn ferner ft=l, so folgt 

(m 4- sin'^ 9).sia g) cos q> ^(p = — 2^ F^ -f 3ÄFj — • 4CF, 

+ ö/f^Fj. 

wodurch auf und F, und damit ebenfalls auf und 

redueirt wird; föhrt man so fort, so sieht man, dass die dritte 
Gattung F__, niemals Vorkommt, also das. eine ganze Function F 
enthaltende, Integral (26) durch die erste und zweite Gattung 
allein ausgedrückt werden kami. 

§18. 

Das erste der Integrale (30) nennt man die Normalform 

des elliptischen Integrals erster Ciattung. Legendre 
hat es, wenn es zwisclien den Grenzen o und 97 genomuien wird, 
mit F{q>) bezeichnet: 

Das zweite Integral 

i \m-\-%\ti^ y)tfy 
J ä9 

fuhrt auf die zweit« Gattung.' Zur Mormalform derseiiien 
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Legendrc eine uocli etwas eiulaclarc Form gcwalilt, nauiJich 
dit! Form 

(Im jene auf diese zaiiickzufubren, erinnere man sich, dass man 
hal ' 

sin» 9» L_f ^ also m + siu-' 9. = i±f!^^. 
Demnach erhalt man 

Legendre . setat Jinn 

J^^9 ^9 = -^i {9) 

und nennt dies die Normalform des ellipliscben Inte- 
grals der zweiten Gattung*). In diesen Legendre'schen 
Zeichen au^gedrüeJtt, wird nun 

ITiebei ist zu Ix merken, dass, wenn man sagt, ein Integral 
iulii e auf die zweite Gattung, dabei 4cht aus^^* s( Idossen ist, dass 
der Ausdruck auch die. erste Gattung enthalten kann. Dasselbe 
gilt auch von der dritten Gattung. Sagt man, ein Integral führt 
auf die dritte Gattung, so kann der Ausdruck für dasselbe auch 
die erste und zweite Gattung enthalten. 

Wir fügen der vorigen Gleichung auch die Ausdrücke för 
die beiden analogen Integi ale 



*) Le^'nnrlre hatte hiefUr oifrentlicli d.is /r i( ]jeii E (q)) angewendet, 
weil wir aber dierfem Zeichen, wie .sog:k-icli e rhellen wird, eine etwas an- 
dere Bedeutung lieileg-pn wollen, üo Uabea wir der Legcudre'sclieu Func- 
tion E einen Index beigefügt. 

Dur ig«, «Ilipt. Functionen. 5 
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hinzu. Mau liat 

« + C08»9 = m + 1 = — ^ + _ ji^^ 

also ist 

Ferner ist 

-^9 T / coft*9^9» 



(iil-l)i^(yj + 



(33) 



Um das letztere Integral xu erroittelD» dUTerentiüre man den Aus- 
druck tg <p ^<p, dann erhält man 

und wenn man = Ar"^ + cos^ 9 substttulrt und integrirt. 



Demnach erhall man 



94) 



/ rfy tgjp ^ f I (y) , 



und wenn man dies in (33) substituirt. 



(35) . . /l«±^3Üi£ = !£|^ ^. „ f _ 



Setzt man noch in den FormHn (31), (32)* (35) in = o, so 
hat man auch 
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J 



»in * <p dg) /'(qp) — (qp) 
^9 = 1^ ' 



coa» y dtp — 



(36) 



ig' y rfy tg y .iy — • iE| (y) 

J9 O?» ' 



Naehdem dureh die Umkehrung des eltipttschen Integral» 
der ersten Gattung die EinflQlining der cigentUcben elliptischen 

FHüctionen gewonnen war, wurde statt der Amplitude (p das lu- 
legral der ertöten Gattung selbst, also wenn man 

setzt; die Grösse u das Argument für die elliptischeo Functionen. 
Diese Grösse fülirte Jacob! nun aucli als Argument för die 
eUiptiscfaen Integrale zweiter Gattung ein, sodass sie alsdann aucli 
clliptisclie Functionen werden, die man, weil sie Integrale von 
eUiptlschen Functionen sind, zum Unterschiede von den einfachen 
elliptischen Functionen 

sin am u, cos am ti, ^ am u 

elliptische Transcendenten nennen kann. Da nämlich 

^ ssst am ti, 

und nach $ 4 

dq> z:=z'^ am u du 



Kt, so erbSIt man 



am u du. 



Diese Function möge mit £ [u] bezeichnet werden, sodass 

iFj {(p) = E (m) 

ist. Drückt man nun in deu Formeln (36) alles durch u aus» 
so erhält man 



/- 



^ am u du ^ K [u] , 
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I siQ^ am u du =^ — ^ '-^ , 
I nis' am ff du s= — 



^ o , tir um u am u — E (u) 

tg2 am II dti = -2-; 



Dbs voUstiodlge eiliptiBche Integral der zweiten Gattung, 

nftmlieh dasselbe för den Werth ^ AmpUlude oder was 

ebenso viel ist, fiir dm Werth K des Arguments «, bezeichnete 
Legeudre mit E^, sodass 



2 



^J(p dq> =: i.'^. 
Wir werden es kürzer mU bezeichnen, also setzen 

M 

In den „Fundamenten" liat übrigens Ja( obi die Funetion E{u) 
gar nicht, sondern filhrt im g 47 die Function Z(ti) ein, welche 
mit jener durch die Relation 

Ziu) = E{u) — 

verbunden ist, und von der weiler unten*) noch die Rede sein 
soll. 

S 19- 

Die dritte Gattung entspringt aus der Form 

^^^^ S{m'\'»\^^)dtp' 

Legcndre. hat hier als Nornialform die folgende . 

r/qp 



Je 



*) Vgl. Abschn. XV. 
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aufgestellt und, das Integral zwischen den Grenzen o und ge- 
nommen, mit n (fp, n) bezeichnet. Da Jaco'bi das Zeichen II 
beibehalten, aber in gänzlich veränderter Weise angewendet bat» 
so wollen wir, um die Verwirrung der Zeichen zu vermeiden, die 
Legondre'sclie IS o i iii a 1 1 or in der elliptischen integrale 
drillcr Gattung mit Fl^ iiezeicliui-n , also setzen 

J 0+nln^9)~d^ ^ . 

Wahrend die enipüsohen Integrale erster und zweiter Gattung 
nur von zwei Grossen .abhängen, der Amplitude und dem Modul, 
enthält die dritte Gattung noch eine dritte Grösse, nämlleh die 
Grösse n, welche Legendre den I^aranieter genannt hat. 
Dieser I^arainetii' kann, nie ans der Entstehung der dritten Gat- 
tung Irtvcm -^j'lit, soMoliI icrll als auch imaginär sein. 

Das Inlc^ial (37) inul die Ix'idi'n ihm analogen, lassen sich 
uuu leicht auf die iNoiuiallonn zurückiühieu. Zuerst ist 



daher 



w + sin» ^ tts m (1 -f- i sin^ (p), 



(]R-f~sin*ip)^^ m m^' 



Ferner: 



m + cos« q> ^ {m + D {l - -^-^ sin» tp), 

also 

^<r i ri (tn — ^ \ 



Drittens ist: 

m 4- tg^ Gp = 2: = m — _ 

• ° ^ cos* 9) 1 — 8111*9 

also 



ä(p - 1 i ifl— sin«y)rf<p 

^ («+tg«9)^V « (1 - — sin»9) 



m 



= i 77. (y. - ü^) - i / 
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Nun ist aber 

süi' 9 ^1 — (1 — 2^ sin' 9P)j, 



milhio 



I /* sin'qpe/<p 

~ " l/ (1 - Sil? 



und 



Fur tlen Fall, dass m = n ist, riMluciren- sii h di«» eben belrarh- 
U'len Integrale aut die zweite Gattung. Lines derselben, nänilicli 

/'^? j 

/ cos* q> Jq> 

haben wir schon unter (34) ermittelt. Die beiden anderen er- 
geben sich auf ähnliche Weise. Nämlich man bat 

^y Biii*qp 

. sin* 9» 

»Iii* dtp dip 

inti'grirt mau nun, um das Uneudliciie zu vermeiden, zwischen 
den Grenzen qt und j, so erhält man 

und weun man die erste der Formeln (36) benutit und sich er- 
innert, dass F r IC und E^ =s ^ ist, 

71 
•> 

^K}^9^ = COtgy + K- S- Ftf,) + S^{fp). 
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Das andere Integral läa«( auf dieses zurQckfftbren; es ist 

/ffcff l\l — Bin'qp)rfip y fiep i*^^ . 

tg« fpJtp~~J Bin*9» ,/ «in* 9) äff ~ J ^ * 

nimmt man also wieder, iun das UnendKclie zu vermeiden, 9 und 
— als Gceuzcu. so ergiebt sioti 

i • 

Drück l man aticii liier die Formeln (34;* (38)» (39) iu elliptischen 
Functionen aus, so erltäii man 

A . . . 



du 



/ ' du 

,/ coa*amit 



= colg amu ^ amu — u -\- E (m) + if — ^ 



am u am u 
P 



colg am u ^ am u — E E («). 



(40) 



§ 20. 

Die Form» uclclie J acobi als die iN'irni.tlforin ITir die eilip- 
ti'sclien Integrale der dritten Gattung wählte, ist folgende. £r 
setzte 



A'* »ia am a cos nm n d am a Bin* am u du 

1 — A"' öiu* am a siii^ am n 



= n (u, a). 



Der Zusammenhang, ders^en mit der Legendre'achen Form er- 
giebt sich folgendermassen. Da man hat . ^ 



1 



so ist 



»gin'qp 



(p dtp 



Jacob! gab nun der dritten GaUung in dem Falle eine reelle 
Form, wenn der Paranieier n ein negativer echter Bruch und 
absolut genommen kleiner als ist, in'dem er setzte 
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» = .-^ «in* 4MI a; 

und nach Jacohi nennt man jetzt die Grosse « «leii Pai ii. 
meter. Fuhrt uum nun u und a statt <jp und n iu die letzte 
Formel ein, so erhidt uiau 



M 

Tt / \ t I ^ siu' «I« a sin* «#« « 
ii, (®, Ii) 5= II -f- I , r-r— 



'IUI»« 

'S 

mal folglich 



(y, + /I («, a) [n = - sin« <ii» «1 

>\odurch der I cliergang von dtM* Le((endre'»ülieH zur Jacobi'sclMni 
Nonnairorni gegehe n ist. 

Aus der DrOnitinn d(>r Transcendenten 77 folgeii. sogleicli 
einige Eigenschaften üeraelbeo; zunäcbat ist 

77 (o, a) Ä o. 

Da ferner (g 7. S. 1$) 

^am IC ^ i, eoAom K ^ 0, ^ 4m IC k\ 

so folgt 

(41) J7 (II, AT) = o. 

Für a = ilC werden sin am a, cos am a und ^ am a imendKch 
gross, also Ist auch 

Endlich ist {% 10. 29.) 

sin am (A' i_ A ') = cos am (A' 4^ /A ') s= -j- -p, 

iiiitiiiü 

// i u , A .+ I A 'j = 0. 

Um den Werth der Transcendenten 77 für den Werth AT des Ar- 
guments II zu ermittela, mftssen wir zuerst einen wirhtigeii Satx 
beweisen, der in einer Relation besteht, die sich ergiehl, wenn 
man das Argument ti mit dem Parameter a vertauscht. Diese 
gebt aus der Betrachtung cler Identischen Gleichung 

(42) . /7 («..).- »*(.)= yyte^i^^liWJA,*, 
hervor. Denn man hat 

d TT {u, a) A*'sin am a cos mn ad am a sin' am u 
du 1 — A» sin^ama sin*«»»» 
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^*n(lt,a} k'' s\u^ (IUI ti 

[l Ifl Bin* «w a sin* am u]* 

Ferner 

dtt ^ ' du da da 

HiMiM lUHii liuii iiew rerliteii Tkeil der Gl. (42j» so erhält man 
uach einigen ReductioiXMi 

n{u,a) — uE(a) = 

- - ff' 

J ^ \i — k^ öiii' um a sXn^ am n )* 

Nun ist erskhdich, daüs der Ausdruck rechter Hand ungefindert 
bleibt, wenn man a mii u vertaiiscbl, da er in Beziehung auf 
diftse beiden Gr^teeen symmetrisch ist. Dalier muss auch der 

Ausdruck links bei dieser Verla uschuug ungeäiidert bleiben. Man 
bat daher 

n (k, a) — uE{a) = n (a, u) — aE{u) 

oder 

77 u, a] ^ n (a, u) + u E (a) — a E (u). 

Dies« Gleichung zeigl, dass man das Integral der drillen Gattung 
auf ein anderes zurückführen kann, in welchem das Argument 
nad der Parameter mit einander vertauscht sind. 

Hieraus ergiebt sich nun ein Ausdruck f&r- das Integral drit- 
ter Gattung für den Werth ^ der Au4>Utudc oder, was dasselbe 

bt, fOr den Werth JT de^ Arguments. Denn da nach (41) 
77 (a, JE) s= 0 ist, 80 erhilt man, wenn man in der vorigen Gl. 
E statt u setzt, 

77 (Ä-, a\ = Ä' E (a) — a E. 

Für den Werth K des Arginneiiis l educirl sh h alüo die Traasceil- 
dente 77 auf die zweite Gattung. 
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f'ünfter Absdmitt 
Reciiiicaiiou der Ellipse und Hyperbel. 



§ 21. 

Der Bogen mwv Ellipse oder Hyperbel >iird diircli ellipU- 
sehe Integrale der zweitea Gattung ausgedrückt. 
Ist 



_ 



die Gleichung einer Ellipse bezogen auf ihre Ilaiiptaxefi , und 
nimmt man a > 6, so wird der Bogen s der Ellipse ausgedrückt 
durch das Integral 

nnd ist daun von dem Puncte B (Fig. 3), in welclieni die Ellipse 

3. die kleine Axe schneidet, an ge- 

zfihlt Der Ausdruck unter dem 
Quadratwurzelzeichen besteht, wie 
man siehl, aus vier reellen linea- 
ren Factoren, und zwar liegt x 
p ' O ~ fftr reelle Punete der ' Ellipse 
zwischen — a iind 4- «• Beduction auf die Normalfonn er- 
giebl sich hici ^^anz von selbst; denn man wird erreichen, d<iss 
z zwisclieu —1 unii -i- 1 liegt, wenn man 

a ~' 

^tzt. Da sich nun das iulegral schreiben lässt 

so erhält man sogleich die gewünschte Form, weini man 




= Ar« 



Digitizeä by Google 



Abfidin. V. Rectmctlion dar Ellipse imd Hyperbel. $ 8S. 79 



teUt, welches ein echter fimch fat Dann eniateht 

und weim maii uoch 

2 s= sin 9, dso xs^a «iu 9) 

setzt» 

s = a j dtp =^ aJEi (9)) = BM. 

Da für AT =s o, o) I wird» so erhftU man für den elUpUschen 

Quaürauteu BC 

BC = a E, 

Der Modul k ist hier nichts anderes, als die numerische Excen- 
tricität der Ellipse, daher kann man sagen, dass das elliptische 
Integral der zweiten Gattung (tp) den vom Scheitel der klehien 
Axe an gerechneten Bogen einer Ellipse darstellt, deren grosse 

Axe der Einlicit, und doreij numerische ExcentricitSt dem Modul 
«rlrirh ist. Die geometrische Bedeutunji des Wiukels fp crgiebl 
sich uninittelbar aus der (Ueiciuing x = a sin 9. Denn beschreibt 
man aus dem Mittelpuncte 0 mit der halben ^Tossen Axe eineu 
Kreis, verlängert die Ordinate PM, bis der Kreis in N geschnit- 
ten wu'd, und jueht ON, so ist BON gleich dem Winliel 9. 

Der Bogen S einer Ii yperhel, deren Gleichung 

^ iL ^\ 

ist, wird durch das integral 

« 

ausgedrückt, und ^ann von dem auf der poativen Seite liegenden 
Scheitel an gerechnet. KBer ist für alle Puncte de? Curve .T>a 
oder < — «, d.h. x liegt in dem Intervalle a . . , + 00 . , , 
~ a. Wenn man daher 
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setzt, so ist z ein echter Bruch. Nmi katm man dei» vorigen 
Ausdruck zunächst so schreiben: 



Setzt man dann 

— ^ z, also dx — r- 

und 

flt^ftt — ^ • 

so winü k ein »»chlei' Hnrcli, näinlich »las Reciinuk« der uuiueri- 
schen Exceiilrkilät dei- Hyperbel» und uiati erhält 

Setzt* -maii' dann Hoch- 
(43) .... 2 = sin (py also = 



so folgt ^ < 

....... s^if^^. 

Dieses integral ist nun leicht ilnreh die Kuuctiolieu F nnd 
auszudrucken. Denn /.um'si ergiebt sich, wenn mau für 
seinen Werlli 1 — k'^ siu* q> setzt» 



n 



9 f 

und wenn man den unter (38) gelundenen Werth des ersleren 
Integrals substituirt, ^ 

S== I rotg y _ i f (y) + f A-^ (^j 

■ 

+ .j- ~ ^ if _ «* Jr + <at ^ (91) 

(45) . = ^ Cülg g> ^g> -i^ F{<p) + ~JC 

+ T (V) - T 
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Dieser Ausdruck erlaubt norh eiitc Vereinfachiing , indem mau die 
Güeder» welche AT und E enihalleii. fortschaffea kann. Um zu 
dieser Transformation zu gelangen, stellen wir den gesuchten 
einracheren Ausdruck zuerst auf eine andere Welse her. Zu 
demselben gelangt man nSmIich auch, wenn man in dem Inte« 
gral, das den Bogen (iarstellt, nicht x, sondern y als die unab- 
hängige Variable juiiiiiiuiit. Da dirs zugleich riii Beispiel für «Im 
Fall lieTert, in v^elrliem der Austimck iiiili r dein Wiirzflzeithen 
ans vier iiiiaginäreii linearen Factoreu besieht, so möge es hier 
noch ausgeführt werden. 

Drückt man das Diirerentiai des Uogens der Hyperbel durch 
y allein aus, so erhilt man durch eine leichte Rechnung 

worin der Bogen ebenfalls von dein positiven Seheitel an gerech- 
net wird. Hier sind, wie man sieht, alle vier linearen Factoren 
des Radicals imaginär, zugleich aber ist die Veränderlichkeit von 
y in keüie Grenzen eingeschlossen, sondern y kann alle Werthe 
ton — OD . bis + ^ annehmen. Man kann mm leicht das Dtf- 
fert'iitial, abgesehen von den» Zahler 6* -j- [a^ 4- O'^j y'^ auf «Ii»« 
Form 

bringen , und da nach § 12 alstlann z = tg zu setzen ist » so 
darf auch z aUe Werthe von* — oo bis + oo annehmen. Zu 
berüiksiehtigen hat niaii nur (§ 12), Uass < 1 werde. Man 
erhält nun zunächst . 

und wird dann sofort auf die gewünschte Form geführt, wenn 
man entweder 

\ 

^ = oder -Jr- ^ z* 
setzt. Allein ans den Betraehttingen des § 12 geht hervor, dass 
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in dem einen Falle grAseer und in dem anderen kleiner als 
1 wird. In der Tliat» aetzt man 



mithin 



= "~^~"» grösser als 1. 
Setzt man aber • 

also . 

= . ? ■ ^ kleiner als 1. - 

£s miiss also die letztere Substitution angeiiendet werden, uod 
mit ihr erhält man 

9 

oder M'enn man n&ch 12 

(46) » = tg«. i_A»==^ = *»,y = -j»l,tg» ♦ 
setzt, 

oder da 
ist. 



(«) ^ = ^J 



cos* ^ ^ * 



worin der Modul derselbe, wie in dem integral (44), nämlich 
das Reciproke der numerischen Excentricität der Hyperbel bt. 
Vorstehendes Integral Ist unter (34) schon ermittelt, demnach er- 
hält man fflr den Hyperbelbogen 

(48) . . . 5 = |tg^^^^ + 4^ - f J5i(^). 

Wir schreiten nun zunächst zur Ermittelung der geometri- 
schen Bedeutung der Winkel ^ und V^. Zu diesem Ende legen 
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vtir in dein EiiUpuiicle M des Hyperbelbogens SM (Fig. 4) eine 

Fig. 4. 




Tangente au die Hyperbel, welche die Abscissenaxe im Piincte P 
schucideii möge. Dann ist, weDn | und i} die laufenden Coor- 
dinaten der Tangente bedeuten 

£i .VI 1 

die Gleichung derselben, und daher die Entfernung OP des 
PuHCtes P vom Mittelpuncte 0 der llypei l»ei 

OP^ 

Nun war aber in (43) der Winkel 9 durch die Helation 
a =s or sin 9 eingeführt, folglich wird 

OP = a sin q>. 

Hieraus folgt die Conslruetion des Wiiikrls (p, denn beschreibt 
man ans dem Mittelpuncte 0 einen Kreis mit der halben grossen 
Axc als Radius, erricbt(;t in P eine' Senkrechte auf der letzteren 
und bezeichnet mit N den Durchschnittspunct dieser Senkrechten 
mit dem Kreise, so ist q> die Neigung der Geraden ON gegen 
die Ordinatenaxe, also q> =s TON, , 
Der Winkel ^ war durch die Gleichiuig (46) 

bestimmt Führt man statt der kleiuen Axe fr den Modul ein, 
so ist, da 

, ak' 

* = T 

ist. 
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ak'* 

1111(1 Uauii folgt aus der Gleichung der Hyperbel 




ßezeirliner ferner a den Winkel, den die Taugente mit der Ab- 
scLsseuaxe bildet, &o bat man 

uod wenn man b, x, y durch Jr, k\ ^ ausdrückt, 

t«»' CC — : — — 

k sinnt* 



woraus auch 

cos a = Ä: sin ^, sin a = ^ilf 

folgt. Fällt man nun aus dem MiUelpuncte 0 ein Perpendikel 
0£ auf die Tangente, so ist 

OL z-=OPslaa^- sin « == 
= a cos iff. 

Demnacfa isl die Bedeutung des Winkels if folgende: Besifliclinet 
0 d^ DurchschniUspunet der Tangente mit dem Kreise, so Ist 
if der Winkel zwischen der Geraden OQ und dem Perpendikel 
Ol, also 

i> = QOl. 

Aus dem Vorstellenden lässt sieb auch die geometrische Bedeu- 
tung des ersten Gliedes ^ In dem Ausdracke (4B) fär 

den llyperbelbogen herleiten und zeigen, dass derselbe das Stück 
ML der Tangente, welches von dem HerCdirungspuucte M und 
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iler aus dem MiUelpuaclc »,M'fäiUeu SeHkrecliteu OL begrenzt wird, 
ausdrückt. Deon maii hat 

coa u 



cos a coK a 

ako wenn man die obigen AiiiMtröck« für x, sin a, cos « elnsetit 
und bemerkt» dass sin a ^ = = «i cos ^ Ist, 

jl^^ , g cos 1^ Jljt 

Irsing «os*^ kümip * 

woraus unmiHelbar 

M = ^ lg 1^ z/^ 

fcOgt. 

. Eiiiliitli in'toni tlit* ohiir«*n Formeln aiicli di«' zwischen deu 
WiBkeln ff uiid ^ sUittliutleiide aeiatiou. Deiio eiuerseits war 

am 9 

audererseits 

X = — z. 
eo§ ift 

folglich ist 

. ' CO» <Üi 

sin cp — 7-^' 

Dieses muss daher die Sulistitiitlon sein, Termitteist welcher es 
gelingen muss» den Ausdruck (45) in den einfodierctfi (48) um- 
zuformen. Zuerst ist klar, dass dadurch das Integral (44) wirk- 
Heh ^ (if ) AbM^ehr. 0enn erbiiert man sich, das« die ih Kdät 
^ßhem^Subatiti^^ dieselbe ist, di^ schon im § 10 angewendet 
müi/tt; A imi man aucli die Förmeln fS. 26 (150 

cos «D =: l yko ^ _ 

^ JM} * ^ jip' Jtp z/1/;' 

welche das Integral i47j aus (44) unmittelbar herstellen. Aus 
dem angefahil(M) § gebt aber auch hervor, dass dieselbe Substi- 
tutioD zu den fiesiebungen zwischen den elliptischen Fnnctiooeli 

(49) sin a,n - «J = co, «« [Ii -u} = 

^ am (Ä' — u) ~ 



fährte. Wenn man daher 

^ = am V und ^ = am m 
D u r ^ g • . eUipt. Fwnctiopen. g 
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setzt, so wird die gewünschte Umfornaiug zu Stande koiiuiieo, 
weiiii man 

V z= A — u 

anniniiut. Druckt maii also nun die Ponnein (45) und (48) in 
^ellipUschen Functionen ans, intleni man 

F {(p) =s V, 4p — am V, £^ {<p) = E (») 

il<^ = u, p ~ am M, A'i ^^) = E [u] 

setzt und dadurch 

(50) S= ^ €oi^ amv^amt> + ^ {iT - v) + ^ [E - 

(51) 5=1^ tg am« Jamu-^^u — jE [u] 

erhölt» so muss die erstere Pomiel in die letztere durch An« 
nähme ron 

übergehen. Diese Rechnung ivirklich auszuführen, wollen ulr 
uns um 80 mehr die Mühe nicht verdriessen lassen, ab ea ein 
erstes ßeispiel einer Rechnung mit elliptischen Functionen ist. 

Man erliitli zuerst aus (5üj 

S = ^ cotg 410t (1"—«) ^ am (K — u) + -J* u 
+ f IE ^-^u) - £] 
•der mit Anwendung der Formeln (49) 

(M, s « -j- ^ + a u + ^, is(ic-u) - e\. 

sodass CS nur noch auf die Eniülielung von £(Ar — ti) ankommt. 
Nach der Deüjiition der Function E ($18) hat man, wenn der 
Integralions-Buchstabe mit a he^eirlmet mlrd, . . 

K—u K g 

E {Jl — u) s= I am tt da =z \ amuda — l am a da, 

oder wenn mau in dem letzten Integrale K — ut setzt, wo- 
durch die Grenzen In Beziehung auf ß in u und o fthergehen» 
und weil auch 



d'^ am a da = E {§ 18.) 
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E{K — H) = E—iA' am {K — ß) dß 

V 

(53; = £ - v 

hie Erriiitultiiig <li<'ses liik'grals k um nach der in ^ 19 ben'il.'i 
mehrere Male angewendeten MetlioUe, dnrrli IHffen'iitiiifion eines 
geeigneten Ausdrucks geschehen. Mau könnte es auch leicht in 
trigonomelrischer Form darstelleo, indem es durch am ß = q> fu 

fibergehen würde; mr wollen aher die Rechnung lieber ganx ttt 
elliptischeo Funettonen durcbf&hren. Mau gelangt zu dem ge* 
michten Integrale durch Differentiation des Ausdrucks 

damH 

Da nun 

du cos* am n 

ist (was sieh ebenso, wie die Formeln 2) $ 4 ergielit), so er- 
blklt man nach denselben Formeln 

• Jl^ am u 



... . — i 4- k'^ sin* am u 

4 / igamu \ c«w» tun u * 



A** s i Ii' nin II 

+ 



1 . 1 



cos* amu /fiam h 

und (lemnarh durch Integration 



- 1. 



/ du tjr «w M / du 



Siibstituirt man nun den unter (40) bestimmten Werth des 
letzteren Integrals, so entsteht 

i du tg am u tg am u A am u • ^ l '<) 

6* 
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oder weil 

k"^ — ^ amu ^ — /f^ cos^ am u, 

Ii 

, . r du k* gin am u coa am u , A' («) 

'^'^^ • j ~" ~ V« ■ jfiii«« "F»~ 

Dieses nun in (53) substHuirt, liefert 

A'^sin um II cos am u 



E(K^u) = £^ E{u) + 



J am n 



welche Formel einen spedtilcn Fall «uies allgemeineren, spater 
zu beweUenden , Salzes enlliält. Den eben g<*fnncleneii Aus- 
druck hat man nun in (52) einzusetzen. Dann folgt 

n «Ar'* umu , ak )i>\\\ am u vx%% am II , aA'* r? t \ 

iy = . — -4- -f- —r— u — — J!s \U] 

k J amu ' Jamn * k k ^ ' 

und» indem man die t>eiden ersten Glieder mit Anwendung der 
Formel . 

^'2 ^ Jt' cos* amu = ^ amu 

vereinigt, 

5 = lg am u A am u + ^ m E («), 

wMlurrh die Gleichung (51) hergestellt ist. 



Sechster Abschnitt. 

lieber eine Substitution der zweiten Ordnung zur Be- 
duction der elliptischen Integrale auf die Normalionu. 



§23. 

Wir gehen jelzt zu der Betrachtung einer Substitution der 
zweiten Ordniinj? fiber, für den Fall, dass die Grösse nnler dem 

Quadratwujzelzeiclieij ans lauter iccllm liiicjiren Factoren besteht. 
Diese Substitution ist eiiM-r l»c.(nn!ri('!i Vnl'merksamkeil wcrth, 
einmal, weil sie in vielen Fallen einlaeherc Uesultate iieleJl, als 
eine SubslituUim der ersten Ordnung, dann aber» weil wir hier 



*) Vgl. § 33. 
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die Quelle And«ii werden, aus wekber die iu (l«u 8 und 10 
angewendeten Transformationen fltessea, und die uns dann auch 
dazu fiihren wird, die elliptisfhen Functionen mit einem Modul, 
der grösser als 1 ist, oder mit imaginärem Modul auf ettiptiscbe 
Functionen mit reellem Modul, kleiner als ]. zurucfczuf&hren. 
BczeicLnen wir wieder wie frfiber mit 



f n 



das zu trapsformirende Integral, worin 

B = }/ A (X — p) (.r — <j) ix — r) (.r — s) 
gesetzt sei, so ist dieses inlcgrai auC die Form 

, r //; _ 

ZU bringen. Dieses kann nun durch eine Substitiitidn von der 
Form 

t2i ^ = 4^ 

geschehen. Man kann nämlich den Ausdruck (1) leicht iu einen 

andereu umwaiuleln, in ilfiii z- die Variable isl. Setzt man näm- 
Ucb 

und nimmt au, dass z der positiven >\ urzei aus y gleich sei, so 
wird 

mithin 

, , dl/ 

— 1 • 



Dadurch erhalten wir unter dem Wurzelzeichen einen Ausdruck 

Mun ;ilt II Ürade, ^^eleher f'iii- die VVcrÜiu o, 1 und -j^ von y ver- 
schwindet. Die vierte Wurzel der Gleichung y (1 — y) (1 — k'^y) 
= 0 können wir alsdann , wie früher (§ 14) gezeigt worden latt 
als unendlich gross ansehen. Demnach sind 

- 1 

die Wcrtbe von y, welche dcu Wcrüien 

Pf q, r, 8 

von X entsprechen müssen, und wir wollen annehmen, dass dies 
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auch in der angegebenen Reihehlol^'e der Fall sei. Damii 

ein echter Bruch werde, haben wh* nur zwischen 1 und oo 

liegend anzunehmen , und damit y oder ein echter Bruch bleibe, 
hat man ui (fie Stelle von p und ^, welche den Wert heu o und 
1 von fj t ulsjueeheu sollen, dit'jynigeri beiden Wurzeln der Gl. 

= o zu S4't/.('n, zvusclien welchen ulio (ircn/ru des Integrals 
liegen. Es greifen hier wieder 'die lienicrliungcn des § 13 Platz, 
und in derselben Weise wie dort bestimmt man, welche Wurzeln 
man an die Stelle von r und s zu setzen hat. Auch ergeben 
sich hier wieder in jedem Falle xwei Substituttonen, indem bei 
der einen x und y gleichzeitig abnehmen oder wacliseD, bei der 
nderen nicht. 

Subetituirt man nun in die Gleichung (2), die, durch y aus- 
gedrückt, lautet 

nach und nach die Werthe p, q, r, s von x und die ihnen ent* 
sprechenden Werthe 1, oc von y, so erhält man vier Glei- 
chungen, die zur Bestimmung der drei Verhdltnlsse der Grössen 
a, hj c, d und des Werthes von ausreichen. Man erhält da- 
durch nämlich 

ludetn man in die ix'iden initll<-i-i>ii Gleichungen die aus der 
ersten und vierten loigenden Werthe 

a ssss pe b ^ sd 

einsetzt, ergiebt sich 



1 + f 



und daraus 

e q — * 

Ebenso erhält man 
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uuii daraus 

*»(r-|») = («-r) 

(3) 

Ferner erbäll mau 

« 4. , „ 



^ _ (p — f r — n) 
(P -r)(q- s) 



(4) 



X 



1 + 

?— « + — 



und dann, vveuu iiiaa der Kurze wegen den Neuner 

q S ij) — q] tj N 



setzl» 
X — p = 

X — = 



X — « 

also 



N 

(p - y ) ( q—^) — (/> - y ) ( y - y f/^"y)(y-g)(l-jy) 

(p—s) (y— 



Ä*^~ ^* 



also 

(6) 



} (5) 



>rf (ar — p) (a?— ^) (x — r) («r — ») = 
Ferner wird 

_ ((y H- (p~q)y)sip~q) — (p (y— (y— y) j^) (p-y) 



1 



-^(•K— pJC-^'— y) 'JC^'-«) — »O(y-0 /^il— U—**») 

4 dt* 

wovon die positive oder negative Wurzel zu nehmen ist, je nach- 
dein y niil r •;leir!izeitig wiuli^^en soll, oder nicht. 

Ans den Konuelu [5) kauu mau auch durch iüvisiou die 
loigeudeu ahieiteu: ' - 
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== — - — - w, 



• 

und erhäil, weiiu man 



also 



1 — y = cos'^ 9), 1 — k'1/ ~ z/^9> 



setzty daraus 



sin' 9 



_ y — a X — p 
p — q X — s 

cos> [ (7) 



^9) = 



p ~ q X -~ 8 

p — » X — r 

p ~~ r X — » 



Sind die Wuizelu der Gleichung = 0 nieder wie frülirr 
a, 6, sodass 

« > /J > y > 

so bat man folgendes Schema der einander entsprechenden Werfhe: 

1) und X nehmen gleichzeitig zu 

.T = p, y, r, s 
u> X > fi X ^ ß, a, ö, y A negativ. 
ß> x'> y y, ß, a, Ö A positiv. 

y > « > d ö, y, ß, a .i negativ, 

d > a: od. 0* > « a, Ö, y, ß A positiv. 

2) wächst, während x abnimmt 

p, r, s 

a > X > ß c(, ß, y, d A negativ. 

ß > X ^ y ' ß, y, ö, u A positiv. 

y > ar > df y, 9, a, ß A negativ. 

d > xod,x > « d, €c, ß. y A positiv. 
Di«'s«'s S« h«'iiia zeigt, da«s in allen Kj'dien, wo es si«!» mn ein 
reelles Integral liaiidelt, so\\ohl der Ausdruck — A {p — r) {q — «}, 
als atich der für positiv wird. 
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Um die Anwendbarkeit dieser Traiisfiirmation der /\s<'iteii 
Ordnung xu zeigen, sollen iiir das Integral» welches in der Pen-> 
delMifgtbe die Zeit angiebt» noch einmal vornehmen. Wir fan- 
den für dasselbe $ 15. F. (19) 



dx 



1) ix-a) (a + l) 



n-orin .y = cos ^ und a - = tm « gesetzt war, und ^ die mr 
Zeit / stattfindende, nnd u die grössle Ablenkung des Pendels von 
der Vcrticallinie bedeutet. Ks war im § 15 gezeigt worden, dass 
bei dieser Substitution, eos ^ = a-, eine Transformation der «M sten 
Ordnung nicht auf die einfachste Form führt, dass man vielmehr 
bei Aflweodimg einer solchen sin 4 ^ als neue Variable einfähren 
muflste. Wir wollen nun zeigen, dass das vorslebeiide Integral 
darcfa die Substitution der zweiten Ordnung die einfachen Por- 
UM^R liefert. Als Wurzeln des Radicals sind hier der Gretas« 
■ach geordnet anzunehmen 

+ 1, o, — 1, oo, 

und X liegt zwischen 1 nnd a. Will man nun bewirken, dass 
wächst, während sc abnimmt, so hat man nach dem letzten 
Schema zu setzen 

p = 1, a, r = — 1, * = oo, 

und erhält dann nach (3) 

1 — a 1 — cos a • •) I I I * • ' /y 

IT == — 2— = 2 ^ i ^ ^~ * 

Ferner nach (7] 

:=r. Sin* 9» =3 — s= ^— = ~— y ^ , mithin 

1 — ' flf 1 — t os « Hin^ ^ a 

sin ^ ^ z= sin ^ a . sin 9>, 

endlich nach (6) 

fite« 4<fe* 

-(ar — «)(a7+l) +2 (1 - «•) (1 - *«« ) ' 

und da die negative Wurzel zu nehmen ist, weil x und z nicht 
gleichzeitig wachsen , 

dx t/z 



y^(x - lj(a?~a)(ar-irl) ^(1- s*) (1 — 

endlich, weil (p = o wird für » 1» 
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^^elches die im § 6 uod dann wieder Im $ 15 gegebenen For- 

iiiclii sind. 

S 24. 

Die im Vorigen auseinandergesetzte Metbode eriaubt dne 
«ebr wichtige Anwendung auf die Verwandiung eines Integrak 

von der Form 

(8) ...... /* , 

weiebes zwar dieselbe Form, wie die Normairorm hat^ In wekhem- 
alNsr der Modul sowohl grösser als 1, als auch negattr, l 
selbst also auch imaginär sein kann, und In weleliem audt die 

tirenzen tl< i Integration die Wertlie — 1 und + 1 üherschret- 
(rri. Wir werden dadurch zu den Formeln der §§ 8 und It) 
^Mffihrt werden, zugleich aber auch Kelationeii erhalten, iniUelst 
welclier eiUplische Functionen, deren Modui grössei* als i, oder 
imaginfu' ist, auf elliptische Functionen mit reellem Modul, der 
üin echter Bruch ist, zurückgeführt werden. ^ 

Verwandelt man nämlich das Integral (8) ähnlich wie (1) In 
eines, das als Variable entliält, indem man 

setzt, so erbalt man: 

/• ffv _ , / * 

Als Wurzehi des llatiicais sind hier die Weithe 

■ I 
a: = ü, 1, OQ 

anzuseilen. 
Wertlien 



entspreclien lassen. Diese 24 Anordnungen Ibeilen sich in 3 grosse 
Gnippen, zu je achten ; nämlicli 



Diese kann man nun aui 24 \ersciui'(leiie Arten den 
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1) liegt zwischen 1 und oo, so ist < 1, 

2) - - - o • 1. so ist > 1, 

3) • • - — 90 • 0, so ist negativ, also X imag. 

Jede dieser 3 Grappen bestellt wieder aus zwei Tbeilen; in dem 
einen waclisen x und y gleidizeitig, in dem andern wichst 
während x abnimmt. Die 4 Anordnungen jedes dieser letiteren 
Tbeile entstehen endlich durch cyclische Vertanschung der Ele- 
mente einer dieser Anordnungen. Dadurcli wird die Aufeinander- 
folge nicht geändert, sondern nui bewirkt, dnss nach und nach 
}p{\cs Intervall der W<'iliie von .r eiiieiii amieren Intervalle der 
^Vcr tbe von y euUpricht. Uieiiat b erliält mau uun foigende Ta- 
belle: 

ar c= o, ], oo. y nimmt zu. 



X — 9^ ^ P, q, r, s 

2) 
3) 

4) 



, I 

1, ^, oo, o 

1 



oo, 0, 1, 



X nimmt zu 



5) 
6) 

7) 
8) 

9) 
10) 
11) 
12) 



1 , 

^, 1, 0, oo 

. 1 

1, 0, oo, 

1 ^ 



' X nimmt ab 



1 , 

0, jI^, 1, CX) 

1, 00, ü, - . 



X nimmt zu 
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14) 
16) 



17) 
18) 

19) 
20) 



00, J. « 

1, Jff f*, oo 
I 

0, CO, 1 

, 1 

0, oo, 1, 



0» 1, ^ 

1> 00, 0 

1 

1 

^. 0, 1. oo 



iiiiuiul ab 



> X uiniiiil z(i 



21} 
22) 
231 
24) 



^. OO, 1, 0 



oo, 1, O, 

1 

1 

0, ^, oo, 1 



negativ. 



' X iiüiuiit ab 



Es niird mm nicht nftlhtg seiD» alle 24 Transrormattonen 

(liirihzunehmcn, da si< Ii aus einer wieder meiiren* andere ablei- 
ten lassen. Ks sei «her beniei kl, «lass die ersten S zn den in ^ 8 
und § 10 enlwK kellen Formeln führen, die am den Substilitiioneii 



sin 9 = 



cos l/> 



und sin = t ^ 



liervor<;in^en. Wir wenien diese anfsnelieii. zuerst aliei* aii> <len 
4 ersten die Wertiie des elliptischen Integrals zwi^heu den üreii- 
xen 1... p j.., oo, — oo...a crnilUeln. 

Nr. 1 liefert nichts .Neues, weil v' stets zwischen den- 
selben Grenzen liegt, wie z^. 

In Nr. 2 ist p = 1 , ff = ^. r = oo, « = o. Folglich er- 

bilt man ans (3) 

= j- = 1 — A-, also A Ar', 
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Demnach aus (7) 

1 

Sin»,, = p. — - 

und wenn man auch 
einfühlt. 



r= 9^ sss sin- ^ 



. 9 COS* r!) 

sin' y = — . , ■ , . 

sodass eine der beiden («rossen, (p oder y; \z o«ler v), imaginär 
ist, wenn die andere reeü; endlich liefert (6), da und z gleich- 
zeilig zunehmen. 

/ * <to _ I r dx 

.\iju liegt t'"- zwischen den Greozcu l und ^, d. h. zwisclien 1 
und wenn zwischen o und 1 liegt, also erh&lt mau^ 



1 



r ^1 ^ 1 r _ ^= _ 

also auch, wenn man Ar statt k' und dann ebenfalls IC' statt A* 
setzt. 



k 



Nimmt man aber in (9/ die obere Grenze uubestimtnt, so hat 
man 



oder 



/ " dv i r Jz 

r „ jT = i /! . 



Setzt man also nun 



sodass 



/• dz_ 



z = sm ^ = sni am u. 
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so wird 



== - fti -I- A" uod 



V = sin ^ sin am (— tti + £\ k'). 
Nun liefert die vierte der Formeln (5) 

X = . , p . ^ oder = ^ sin * = — 



Demnach wird 



siu ^— III -1- ^ * = ^ 



oder 

sin «m (im + iT) — -r . 
welelies die erste der Formeln (18) § 10 Lst. 

.Nr. 3 git'l»» — ^, , ^ = oo, r =s o, « = J ; also ulrd 
Är^ *— — - » ^ — ^» 



also weil zwischen ^ und oo liegt, wenn zwisclien o inmI 

1 iu'^t, 

^ nr-««> ci - w) j/ Kd - *«j (i 

F 

^iimmt man die oherc Grenze unbesUnnnl und zerlegt das Inte- 
gral von o bis V in Integrale von o bis I» von 1 Iiis y und von 
4- bis ff, so sieht man, dass man aus dieser Transformalion die 

Forntein lür das Argument « i A' _+ lA' erhalten wird. 

Nr. 4 liefert p = oo, q — Q, r =\, « ^.^ , damit ist 

F 
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— OD 0 ■>' » y 

also durch Verlaasebttiig von k mit k' 



j 



— ■ w 

Um auch zu d«n üben beauUten Subsütutioueu 

cot 1fr 

sm 9> s= und sui ^ = i tg ^ 

SU gelangen, betrachten nir noch Nr. 7 und 8 der obigen Ta- 
belle. 

In Nr. 7 ist p = l, jr = 6, ra=s<x>. *==jj. als© erhält 
man aus (3) 

F = A- und aus (7) sin^ ^ = i , oder wenn mau 

X = sin« ^ 

seUt, • 

. cos Ift 

sm 9> = 

In Nr. 8 ist 

p := 0, 9 = 00, r = « = 1. 

Damit wird 

A ' = 1 — /L ', A = A', sin- 9» = = — tg* ^, 

sin 97 = f tg ^. 

Wir gt'ht'ii mm 711 iUt ünlersuchun«^ der Ffillc iiIh-i". in 
denen V > ] ist. und betrachten zuerst Nr. 9 der obigen Ta- 
belle. Uiei' ist 

p = 0, * — » 1 , s = 00, 

also wird 

*»= i A = i. 

Terner 

uml ehensu nach (7) 
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i 

cos" 



— X 



>s^y ^ ^L_„- = 1 _ = 1 - 1 sin»^== ^ ^t. ly 

^9 =s 1 — « = C08* 

und folgtich: 

(11) sin ^ = A sin cos ^ = 4:^9), ^ — cos 9. 

Endlich erhält man, da x und y von 0 an gleichzeitig wachsen. 



oder 



9 

/ rfo 



./FU-s«)ll- 



Setzt man nun 



r dz 



90 wird 



demnacli 

sin 9 2 = sin am u, sin ^ = 9 
und dann aus (U) 



sin am 



Sin am 
cos am 
am 



(*-.!) = 



A: sin am II 
^ am u 
= cos am 11 



(12) 



wodurch die elii))tischen Fiiiu tionen mit dem Modul ^ aui' soU lio 

mit dem Modul k reducirt werden. 

Ilm auch das vollständige Integral zwischen den Grenzen 
o und 1 zu erhalten, brauchen wir nur in unserem Schema nacJh 
zusehen, welche Werthe von z den Werthen o und 1 ron v in 
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Nr. 9 entsprechen. Dies slod die Werlhe o tmd |, demuicb 
hat man 



1 



+ A 



/ dz 



und also narl» Formel (10), je nach üein Zeicheo, das man im 
zweiten Integrale der Wurzel giebt, 
1 



^ z= k {K ± iK'). 



Dies lässt sich auch so aussprechen: Gebt k über in ^ , so geht 

AT über in (JT + iAT'). 

Wir übergeben nun die genauere Untersuchung der Nammcrn 
10—16. welche die übrigen Fille, in denen iL' > 1 i^t, enthal- 
ten, well man die Resultate dersellMn auch erhalten kann, wenn 
man in (12) statt ti die Argumente u -\- K, iMC* etc. aubstl- 
tuirt, und überdies die Zusammenstellung dieser Formeki weni- 
ger iFvlchdg ist. 

Kelrarhten wir vielnu'hr die Fälle, in denen A'^ nepfativ, also 
k rein imaginär ist. Aber auch diese kann mau unmittelbar 

erledigen, wenn man bedenkt, dass das Crnnplement von rein 

iinagiiiar ist. Man hat naniiich 

ik' 

r» 

folglich ist ^ das Complement des Moduls -j^. Nun haben wir 

früher ($ 8i gesehen, dass man zn den elliptischett Functionen mit 
complementärem Modul Übergeht, wenn man das Argument rein 

imaginiir werden lässt. Sei/.i ii wir daher zuerst in den Formeln 
(12j iu statt w, so ergiebt sich 




siii am 
Dttriye, elU|>l. Funclionto 



^A:iM, = k sin am (im, k] 
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cos am ^Af tu, zss /£/ mm (w, *) 

<^ am ^Af IM, — ^) 

/ , . 1\ k »In am fiut k) 
^ Y ' A y «;i OD» (m, k) 

und Wendel man dann die Formeln (12) des § 8 an, indem 
nun das Complement von -j- wird, so erhält man: 

i tg am ^Är«, ^ J = ik tg am (ti, k") 

1 d am ( M, fe') 



cos mn (tt, 



cos am ^ÄM, 



k ^ 



und fblgllcb: 



sin «m ^/cM, 



cos am 
^ am 



cos am (tt, Ar') 

f If sin an» (« ^ üT) 
d am (tt« A') 

k 9Mnim(u,k') ^ 

coB am (», A*) 

^ am (tf, k") 

1 



(13) 



Jam(ut k) 
*», == *tgaOT(t<,Ar'). 

Setzt man in der ersten dieser Formeln und erin- 

nert sich« dass (nach § 7) am {K\ k') = also 

sin am {K\ Ar'j = 1, ^ am (Ä'', Ar'} ^ k 
iät, so erhält man 

sin am ^\ 'j^'j 1. 

Geht man aber von der elliptischen Function sum elliptischea 

ik' 

Integral über, so folgt p weil kK' das Argument und ^ der Mo- 
dul ist. 
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0 

Denwieh ist i^JT' der Werth 4et veltet&iidigen Inl(^r»ls Ür 4aii 
Modul y. Mit BerAcksichtigung des Frühereu erhält man also 
folgeodes Resultat: 

WeiHi ^ iu ^ übergeht, 

90 gebt U über in ~, 

feruer K m k {K ± iK'] 
uod K' in kK'. 



Siebenter Abeclmitt 
Das AdditioBstheor am. 



S 25. 

Wir gehen nun iwr Bi'traclitiin«4 derjenigen Eigenschaft der 
elliptischen Inii-ginle über, welclie hisloristh <ler Ansfjangspnnct 
filr (He Entwickeiung der Theorie gewesen ist, m dein sogenann- 
ten Additionsthcorein. Dieses lässt sieb, vorerst allerdings 
oocb in iieschränkter Weise, folgendermassen aussprechen. ,»Wena 
man zwei elliptische Integrale erster Gattung mit gleichem Mo- 
dul addirt, so ist ihre Summe wiederum ein elliptisches Integral 
mit dem gleichen Modul, und zwar so, dass' die oliere Grenze 
des letzteren Integrals eine algebraische Function der oberen 
Grenzen der beiden ersten Integrale ist." Oder, wendet man die 
Legen<ire s( he liezeielinnng an, so kann man sagen : Die Siniimc 
der beiden Integrale F {fp) und F {f} ist einem solchen dritten 
Integrale F (er) gleich, dass zwischen den trigonometrischen Func- 
tionen der drei Amplituden ^, ^ und eine einfache algebrai- 
sche Relation liesteht. Daraus wird sich dann ergelieii, dass die 
elliptischen Functionen der. Simune zweier Argumente auf ein- 
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fache Weise algebraisch durch die eUiptischen Functionen der 
einzelnen Argumente ausgedrückt werden können. 

Diesen Satz entdeckte zuerst Fagnano*) an dem speciellen 
integral, welches den Bogen der Lemniscate ausdrückt (§ 16} 

und lelirie dadiirrh die Bögen dieser Curve addiren. Alsdann 
bewies (tenspllM'ii üiiler**) für das allyciiunut' elUplis« iie Inte- 
gral (Irl ei sten liaüun^, iiiid I. a g ra ii e ***) gali später eine 
selu* elegante Ableitung dieses 1 lieoreuis, wodurch er Euler's Be- 
wunderung in hohem Grade auf sich zog. 

Es wird zum Verslandniss des Folgenden förderlich sein» 
wenn wir dieselben Betrachtungen» die uns zu dem Additions- 
Uieoreme führen werden, zuerst in der Trigonometrie anstellen 
und dadurch auf einem von dem gewöhnlichen ganz verschiede- 
nen Wege zu der hekaiuiten Fundanienlatforinel der Trigono- 
uietrie Ilgen. L'ni aber zunächst diesen einzuschlagenden Weg 
erst aus/iiiiiitieln, gelieu wir von letzterer, nämlich von der be- 
kannten i*orniei 

sin (ti -f- v) =: sin V cos v + v cos u 

aus. Aus derselben ergi<»l»t sich die entsprechende Formel für 

die Arcus Sinus, ueiiü uiaii 

siau = x, sia p = y, 

also 

cos fl = — X', C08V =s }/l — y^, 

und ausserdem noch 
setzt, 

arc sin x arc sin y ^ arc stn c. 

Drückt mau nun die Arcus Sinus durch die sie darstellenden In- 
tegrale aus, so l^sst sich die vorige Gleichung so schreiben 

• • • ^fvB:^' 



*) Fagnnnu de Fagnani. T.ej^ondre citirt: Produzioni raatemfttioh*« 
1750. Aüssenlt'in fimlet s-eli iji Poj^gendorff's Wörterbnch nnf^eg-cbenj 
Metoflo jx r niiHiii iire la Iemiji«c.ita (Giorn. de Letterat, 171li> Ich hab« 
mir keines vun lieiden vo.rsrluitt'en k.iiiiK U. 

Euler. Institnfionos i-.ilctiH intejijali.s. I. Sei t. 2. Cap. 6. 
- **•) Lag.r«nge/Tb^ri« <lc« fonHion.H. I. § 7t» ff. 
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Daraus erhetti, daas das Integral» das den Arcus Sinus darstellt» 
die im Addilioaslbeoreme a4isges{)roebeoe Eigensrhaft besitzt: dass 

nämlich (Ue Summe zweier solcher Inte^^rale einem flritten ähn- 
lichen Integrale gleich hl, von de?" liesch.illVnheil. <lass die oiicre 
Grenze c des letzteren riiie nlgehraiscli»' Fnnrlion der oberen 
Grenseu x und y der beiden ersten Integrale Ist, nämlich 



(2) c = « ^1 - y2 + ///l 

ist aller die Gleichung i j; iii» iit> anderes, als das voll- 
ständige inlegrai von folgender Differentialgleichung 

(«) • • • • fe + A = 

und c die willkürliche Constante der Integration. Denn integrirt 

man diese Ui(Verenti<dglei<')nni<,' Glied inr (iiied, und nimmt eine 
wildNiirUche Constante (7 so, dass tiic unteren Grenzen der beiden 
Integrale ^uU sind, so erhält man 



(4) . . , . . 

ir <r 

Die Constante C kann man aber durch eine andere Constante 

r ersetzen, lu der DifTerenUal^h i« lutn^ .'{ isl n.inilicli jede der 
beiden Vorändeiiulien oc und y als eine runction der anderen 
zu betrachten; jedem Werthe der einen cntspriclii dabei- ein 
Werth der anderen. Bezeichnet man nun mit c denjenigen Wertb 
von welcher dem Werlhe x t.- o entspricht, und setzt diese 
Warthe in die Integralgleichung (4) hinein, so eriiilt man, weil 
für 0 das erste Glied verschwindet. 



und djiujil die Gleiclnuig (1. 

Die Gleichung (2 , die dü\ Itelation zwischen den oberen 
Grenzen der drei Integrale ausspricht, ist aber auch nh'hts an- 
deres, als eine vollständige Integralgleichung der Differentialgiet- 
cliung (3); denn sie ist eine endliche Gleichung awischen de» 
Variabein x und y der DifTerentialgleichung und enthält eine 
willkfiritche Constante c, die in der DifTerentialgleichung nicht 
enthalten ist. Jede endliche Gleichung aber zwischen den Varia- 
beln einer DUTereutialgleichung, die so viele willkürliche Consta u- 
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leo entiidll, als die Ordnung der Diflerentlalgleicbttng Eioiielteii 
hat» ist eine TollsUlBdige Tntegraigleldning der letzteren. 

Merias geht nun hervor, dass man die Gleldinng (2) wieder 
erMten wird» wenn es g(*lingt, die DilfereAtlalgleiclHing (3) an* 

(lers als durch gliedweise Quadratur zu inlegrircn. Hat mau die 
Gleichung (2) aber gerundeii, so fol«rt ans ilir in Verbindung mit 
I) auch umgekehrt wieder die Fuudaiueutalformei der Trigono- 
melrie. 

Es darf nicht befremden, dass bei dieser Betrachtung die 
Grdsse e als eine willkärlicbe Constante auftritt. Sie ist in der 
That nur in so fern conetant, als nach ihr in der Differentialglei- 
chung nicht differentiirt ist, im üebrlgen ist sie verftnderlicfa. in 
Jacohi's grosser Abhandlung über die Differentialgleichungen*) 
findet sich eine Stelle, die in Beziehung auf diesen Punct ebenso 
treffend als lehrreich ist. Es sei daher erlaubt, dieselhr liier 
arizuliitiriMi. Sie lautet iu der Uebersetzung so: ,,Es ist ein sehr 
wichtiger Satz dei Difl'ereuüalrechnung, dass Functionen, welche 
d|irch Differentialgleichungen bestimmt werden, immer mehr Va- 
riable enthalten können, ab die Differentialgleichungen, aus 
welchen sie liestimmt werden. Diese Variabein, weldie su 
denjenigen hinsukommen, die In den Düferentialgleichungen ent- 
halten sind« werden von den Analytikern willkArliche Con- 
staiiten genannt; (konstanten ii;uiilirli, weil auf ihre Verän- 
derlidikeil in den gegebf m n DiUj icntialgieichungen keine Rück- 
sicht geuouniien wird, und willkürlich, weil sie nicht zu den- 
jenigen coustaateu Grössen gebörvMi . die in den gegebenen Dif- 
ferentialgleichimgen vorkommen. Man sieht aber in einer Diffe- 
rentialgleichung jede Grösse als constant an (obgleich sie 
sonst Teränderlich sein kann), nach welcher in jenen 
Gleichungen keine Differentiation vorgenommen ist.** 

Wir wollen uns nun (ur einen Augenblick in der Trigono- 
melrie auf denjenigen Standpunct stellen, den wir in der Theorie 
der elliptischen Fuih tioiicn gegenwärtig einnehmen. Wir wollen 
also den Zusammenliang der trigonometrischen Functionen mit 
den cyclonieliiscben integralen und daher auch die Differential- 



*) Jucobi. Dilucidatioues de aequatiouimi (lifferentialium vulgarium 
systematis earumque couuexionc cum aequaiionibus differentialibns par- 
tialibus Ifaiearibm primi ordbiis. Crelle'i Journ. Bd. 2$. p. ft. 
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quoli<'iitc!i jj'in'i- als bokainil aiiin Um» ti. ^ Dagügeji wollen wir 
die FuiulaiiKMit.illiM uM'l, inilU.'Ul welcher Irii^oiionH'trischeu 
Functionen einer Summe u + v liurcti die i< uiicUoiion der ein- 
zelnen Argumente u und v aiiswedrfiekt werden, nicht als bekaiint 
Vorausselzen, sondern diese erst durch die Integratkin der Diffe- 
rentialgleichung 

dx . df/ ^ 

(3) ...... yf^:^ + ^ 

aUeit6ii. 

Es Ist oben schon geieigi worden, dass aus dismr CtlricfaMig 

die (bigende: 

sicli ci[:i<'l>t, iii weicher die willküriirhr CnnstHiil<> c so definirl 
ist, dass mit c derjenige Werth vou y bezcicluiet wii-d, weicher 
dem Werthe x ^ o entspricht. 

Indem wir nun die L a g r a n ^ e 'sehe Mettiode auf die vor* 
liegende einfachere Differentialgleichung antuenden, sehen wir x, 
und also auch als eine Function einer neuen Variahlea t au^ 
indem wir setien 

(5) ? = ^1^=^- 

Daun folgt, weU y eiue Fuuctiou vou x, x aber eiuc Fuuction 
vou l ist» 

dy dy 



Definirt man nlmlieb die Funotioii Maus «Is die obere Chreüse 
eines fntegimls, aedass, irenn 

= u 



/ ' äse _ 



gesetst wird, d; t=3 sin n ist, und führt man attHserdem denCosioiM als eine 
durch die Beziehung cos a c=t^i c=t — a\n*u darans abgeleitete 
Fnnction ein, so erhlUt man 

«Isln» dx ./z — , 

-s- = Ä, = - »■ 

d cos M d COS u dx sß 



du äat du yi ^ 

s= — sin t<. . 



. yi — = — 4P 
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nttbin 

(6) f - - yr^- 

Indem man die GleicliuQgen (5) und (6) qundrirt und noch- 
mals nack t differentUrt» erhält man 

(7) .... ^ = X, -r^ »=s y, 

wiKhvcfa die eine Dlfferentlalgleidiimg der ersten Ordnung zwi- 
schen y und X auf zwei Differentialgleichungen der zweiten Ord< 
nung zwischen resp. x und und y und I zur&ckgeführt ist 

Die letzteren DilTerentialgleichungen sind linear und homogen, es 
genügt also, zwei particuläro Losungen derselben zu kennen, um 
daraus die vollständigen LOsuageii zu erhallen. Es sind aber 
sin / und cos t particuiäre Lösungen, da 

^ cos < ^ sini . 

ist. Bezeichnen daher b, a, b' vier willkürliche Gonstanten, 
so. sind 

(8) jpassashil + freesl, if^isasfail + ycosl 

die foHilftndlgen iJisuiigen der DHferentialgleiehungen (7). 

Dadurch ist die Integration vollbracht, nämlich x und y »Ig 
Kiinrtionen von / ausgedruckt. Eliminirt man aus diesen Glei- 
chungen t, so erhält man auch eine Relalioii /wischen y und x. 
Wir haben aber damit noch etwas Zweites zu verbinden. Durch 
die Reduction der gegebenen Ditferenüalgieichung erster Ordnung 
auf zwei Ditferentialgleichungen der zweiten Ordnung haben wir 
nämlieh drei überflüssige Constanten erhalten; es müssen ncli 
also von den vier Grössen «, h, a , h' drei durch eine derselben 
oder, was dasselbe ist» alle vier durch irgend eine neue fünfte 
ausdrucken lassen. Zu dieser wShlen wv die früher eingeführte 
Gonstante e. 

Zunächst ergiebt sich aus den Gleichungen (8) 

(9) ^ = a cos < — 6 sin =z a cos t — b' sin t 
und, wenn man diese Werthe in die Gleichungen 

m + - 1. &y 

die unmittelbar aus (5) und (6) folgen, substituirt, 

(10) . . . . a' + **=n a2^P=:l. 
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Ferner erhält man durch Auflösung der Gleichungen (8) 



sin / = 



b'x — bi/ 



COS / ^- 



ay — ax 



ab' — ab * ab' — ab* 

und wenn man diese Werthe in (9) subslituirt und die Gleichun- 
gen (5) und (6) nocliinab benutzt, 

«(«// — a'x) b(b'x — by) 



ab' — a'b 



ab' — a'b 



./Z -j a'{ay—ax) b'jb'x — by) 

— VI - y — — ab'-tib ' 



oder mit Rücksicht auf die Relationen (10) 

y {aa-\~bb')x 
ab' — a'h ab — a'b * 



VT 



_ i/i _ »2 ^ {aa'-\'bb')y _ x 



oder endlich, wenn man 



setj?t, 



ab' — ab * ab' — ab 



yi — x^ = Ay — Bx\ — j/i —iß = By - Ax, 

sodass jetzt mir noch A und B durch c auszudrücken sind. Setzt 
man nun aber in den letzten Gleichungen x = o und y = c, so 
erhält man 

A = '-, B-^-yiE? 

« e 

und dann 

c V\~^'^ = y + X c = y /r^^ + X, 

woraus sich 

y* — or* 



yVl-x' -xVT^y* 

and wenn man bedenkt, dass 

_ = y2 (1 _ ^2) _ (1 _ y2) 

ist, 

c = y l/l — + a; /l ^ y2 
prgif»ht. Dies ist das gesuchte Integral der Diirerenlialgleichung 
(3), an.s dem sol'ort die Fundanicntalformel der Trigonometrie folgt. 



Denn setzt mau 




Ix / dy 

— M , f , = V , 

5^ ^Ki-»' 



Digitized by Google 



106 Abochii. Vll. Httti AUUiUouäÜieürem. ^ 'iß, 

SO folgt aus (i) 

r de . 

lieUaciiLel man aber nun x aU l'uncLiun vuu so Ist 
= sin y ^ süi c =^ sin (u + t^), 

J 1 ~ .r2 — f OS II , ^ 1 — y'^ = COS t> ; 

mithin vvhäil mau wirkÜcU 

sin (ti + <0 ^'11 + sin 9 cos ». 

§ 26. 

(tt*nau den im vorigen §. angedeuteten Weg liat man nun 
aucti bei den elliptischen Functionen eingeschlagen. Die erste 
wichtige Eigenschaft, die in Bezug auf die eliiptiscben integrale 
zu Tage trat, bestand darin, dass es Eni er gelang,^ die Differenz- 
tialgleicbung 

4. ^ 

die, gliedweise integrirt, auf elliptische Integrale fährt, und die 
wir deshalb kurz die elliptische Differentialgleichung 
nennen wollen, auf andere Weise durch eine algebraische Rela* 

tion zu integriren und dadurcli zn erweisen, dass zwischen den 
oberen Ürcnzfn dreier elliptisriii r integrale, von denen eines die 
Summe der iH-ijlcn anderen ist, rinr algebraisclir Ii( /i« iiung stalt- 
lindet. Wie schon bemerkt, hat Lagrange eine eiufacliere In- 
legrationsmethodc der obigen Difrerenttalgicichung gegeben und 
auch gezeigt, dass diese Integration besonders elegant wird, wenn 
man die elliptischen Differentiale ziivor auf die Normalform re* 
ducirU Wir wollen daher von dieser letzteren aasgehen und die 
DUferentialgleichung 

dq) . dtp ^_ 

sin' 9 

behandeln. 

Integrirt man diese Gieicliung zuerst gliedweise, indem man 
die wUlknrUche Constante C so wählt, dass die Integrale von 0 an- 
iangeu, und bedient sich der Legcndre'schen Bezeichnung, so er- 
hält man 
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und ersetzt niaii wieiler die C(uislanle C durch eine andere ö, 
welche dadurch delinirt sei, dass ^ = <y werde, wenn man (p z=. o 
sel2t» so ergiebl sich» da J* (o) s= o ist, C=sF (a) uud daher 

F{q>) + Fit) = 
und es gilt jelzl, die Uelation zwischen (p, ^ und 0 /u [inden. 

Lagrange sieht 9? und t ^»1?^ i- unclioneu einer ueueu Variablen 
/ au, die er durch die Gleichung 

(11) ^ = Kl - *» sin' 9 

definirt, aus welcher, wie im vorigen % 

^12) , . . . . ^ = — - 6iu^ n, 

folgt. Durch Qtiadrirung und nochmaliges ÜiU'erentilren nach t 

ergiebt sich aii.^ diesen beiden Gleichungen 

= — ür^ sin 9 cos 9, ^ = — *' sin ^ cos ^ 
= ^ 4 Ar^ sin 29p, = — i ä2 5jin 2^. 

Nun führt Lagrange statt 9 und ^ die Summe und Differenz 
dieser Grossen ein, indem er setzt 

dann ergiebt sich durch Addition und Subtraction der vorigen 
Gleichungen 

-^J = — ^k'^ (sin {p-\-q} + sin — = — ä sin/» cos^ I 

^ = — J/c"^ (sin ^ + Sfj — sin (p — g))s=z — coup siu jrj 
Aus den Gleichungen (11) und (12) folgt ebenso 

^ = yi - sin»^ - ^1 — Ar« sln^^ 

^ = l/l - Ar> sln^ 9 + f/l sln*^ 
deren Producl die Gleichung 

^ . ^ s= - Ar^ (sin2 9 - sin^ ^) 

s= — Ar* rin (9 + sin (9 — ^) 
= — Ar* sin /» ^ g 

liefert. Indem mau nun mit dieser Gleichung in die Gleichungen 
(13) hineindividirt, erhftlt man integrable Ausdrücke, nämlich 



(14) 
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*• »«-oder * 



^ tin^ ^ Bing 
dt * dl tU 

iPa tPq dp 

.1 COS » . -T? 

■3 3- =5 -r-^ Oder —T- = ; 

dp dq sinp ^ amp 

dt ' dt dt 

folglich, wenn die Integraüous-ConDtanten mit log a und log ß be- 
zeichnet werden, 



(15) 



log ^ = log. sin ^ -f log oder ^ = le . sId g 
log = log.stn p + log /3 oder = ß . sin p. 



Multiplicirl man diese Gleichungen resp. mit 
woraus 

flf sin ff f t= /I sin p * 

folgt, so kann man aufs Neue integriren, wobei zugleich ( elimi- 
nirt wird; denn bezeichnet y eine dritte Integrations-Constante, 
so erhält man 

le cos ff =: — cos JE» + 

/■ 

und es bandelt sidi nur noch darum, die Gonstanten a, ß und y 

durch die vorhin gewählte 0 auszudrücken. Indem maTi wieder 

y = (jp — und = 4- ^ in dii» vorige Gleichung zurück- 

substituirl, kann mau diese sciireiben: 

(16) . . — « cos (9 — ^) Ä — /I cos + ^) + y, 

und setzt man •darin ipssso und ^ tf, so erglebt sich zunäclisl 

y iß — a) cos a. 
Vm auch a und ß durch 6 anszudrückf'n , kehren wir zu den 
Gleichungen (14) zurück , die sich mit Hülfe der Gleichungen (1 5) 
so schreiben lassen: 



(17) 



a sin {(p — ^) ^ }/\ —k'^ sin^qp — ^ 
ß sin (y + ^) s= j/i — 8in^ 9 + ^i^i^n^^^. 
Setzt man in diesen wieder 9 =: o und ^ «r, so erhSit man 

— a . sin = 1 — //i — k' sin^ a 
. sin =ss 1 + jf/i— ifr^ani « 
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also, weoB man das Zeicben ^ wieder etnfilhrt, 

* sin a ' " sin <y * ^ sin a 

Diese WerÜie uun iu (16) suitötituirt» geben dieser Gleichung die 
Gestalt 

— - COS — ^) + . COS (O? + ^) = ^ 

Sin ff ^' ' emff * sin ff 

odei 

cos {(p — ii) -f C08(<p + ^) — (cos (9 — ^) — cw [ip + ^j) 

s 2 COS 

also 

cos 0 = l us cos ^ — sin g? sin ^ ^<r. 

Dieses ist die berfthmte Lagrange'scbe Formel, die die Beaiehiiiig 
zwischen den Grassen 9, ^ und 6 enthfiU. Das Addittonstke»- 
rem für die elliptischen Integrale der ersten Gattung Iftsst sieb 
oAn so aiufliNreeheh: 
,,Wenn 

■ F(^>) -h F{rl^) ^ F{0) 

ist, so ist auch > (18) 

cos 0 = cos q> cos if — sin 9) sin ^ 

und umgekehrt." 

In einer einzigen fQr sich alle!» selhstindlg dastehenden Formel 

ausgedrückt aber erhält man das xidditionstheorem, wenn man 
zu den elliptischen Functionen fibergeht. Denn setzt man F ((p) 
= u, F (il/) = V, so wil d F (a) = u -\- V, und da alsdann lerner 
(p — am u, am v, ö = am [ti -f- r) isf , so giebt die gefun- 

dene Gleichung zwischen q), ij; und 0 folgende Beziehung zwi* 
seilen Ol» (« -i> v), am u und am 9 

€08 am (tt + 17) c:= cos am ti cos <im r | 
— ünamu smamv ^amlw^ v) i ^ 

Ganz in derselben Weise, wie die Beziehung zwischen 9, ^ 
und O gefunden wurde, konnte man auch, wenn man 

setzt, die entsprecliende BeslelMing zwischen 9, ^ nnA % fioAma. 
Sie ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der vongen. Da 
nämlich — (^j = J* ( — ^) ist, so kann man F (0) auch als 
die Summe zweier Integrale darstellen, nämlich 

F{^>) + Fir-n,] == F{^), 
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und erhält daher, wenn itt«a — ^ an die Stelle Ton ujmI ^ 
an die Stelle von a setzt, 

m 

COS 0 = COS 9 COS ^ + sin ^ sin ^ 

und da 

F{$) = u — P, also d = am (ti — 0) ist, 

cos INR (if — p) £=s cos omtf coB amv + sin am» sin am 9 ^am(«— v), 

welche Gleif hiing sich auch aus (19) ergiebt, wenn man — v aa 
die Stelle von v setzt. 

S 27. 

Aus den im vorigcti § gewonnenen Resultaten lassen sich 
BUA Iddit die Fnndanientalforniein fftr dl« eHlptisetien Fuaedo- 

nen, nämlich die Aiis<h'iicke für sin am {u + v), cos am tu + v), 
jd am {u + v) durch u und v aUeia, ahleitcn. ITm dif* Rerlinunj,' 
dabei niügUchsl iibzukürzeii und iiatiHMitii« Ii in alioiiaie Ausdrücke 
zu vermeiden, stelle man folgriitl«- iielrachlung an : Aus den 
Gieicliuiigen (18) kann man durch limsteliung zwei andere Glei- 
chungen finden, nämlich aus 

folgt F{t) — = - F{ip) 

und . F {&} — F{<p) = F (t), 

wriclie GleidmigeQ sich auch sehreiben lassen 

F{<9>) ^ Fiiij ^ F{t>) 

F{t) F {— a) — F i—(p) 

F{0) + F{--q>) = Fi^). 

Da nun das Integral zur Rechten iedesnal die Sumiae der hei> 
den Integrale zur Linken Ist, so wird man auch aus (18) mi 
neue Gleichungen erhalten, wenn man an die Stelle von 

einmal 1^», — tf, — f> 

und dann tf, ^ 9, ^ 

aetzt. Dadurch erliält man die drei <«i<>i<-huHgen 

cos 0 = cos 9; cos » sin 9 sin ^ zftf 1 
cos ^ s= cos ^ cos 4- sin if sin ff jdg) \ (20) 
cos ^ = cos 0 cus 9p + siu 0 sin q) j 
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welche «war alle drei dasselbe besagpii. mit Hulfo derer man 
aber sin d , cos <r, durch (p und .msdrückeu kauu. Aus 
den beiden letzten Clekliuiigen crgiebt sich 

(21) an 0 = cos» T/' - ^^.^'^ _ 

Sinqp costf' Jip sin 7/> cos<p jJtp 

{Bin' (p — sin*^ ( i sin qp cos i/> -f- mnif» cos ^qp) 

sin' 9 cos^fp dhp — siii*^ cos' 9) * 

Der PS emier dieses Ausdrucks ist aber 

= stn*^ c«s=*^ (1— Ar* sin«^) — sIq^V> co««9> (1— sin*^) 

= sln'9 cos^^ — 8Ui<l(rcos^^ — A^sin^^» sin*^ (cos^^ — cos«^) 

= (sin* q> — sin« ^) (1 -Ä^ sin^ ^ gj^i 

Mithin wird 

(22) sin tf « ainy cos i^ 4- sin t /> cosy 

Ferner ergiebt sich aus den nämlichen Gleichungen 

^jjjg ^ ^ Bin y CQg y -- gini^ eos'^ Jq> 
sin y cos^ jdl^ — sin^ coay ^y 

(ainy CQgy — gin'^ cos J(p) (sin y eo«^ -|- rin'^ co« y ziy) 

(8in»y — Bin*^) (1— *»8in«y sia*^) ' 

Der Zähler dieses Ausdrucks schreibt sich: 

= sin*9> COS9 cos^d— A^ sinV)— siu2^co89)cos^(l -A-^siu '^?) 
— sin <p sin ^ (cos^ ^ — cos'-^ (p) zJ(p zJi' 

= (sin^y — siQ^^) (cos 9 cos^ — mq> sin^ ^9? ^ij/). 

Also in 

f23) cos Ö = PO'y cosi^ — - siny sint^ z/y ^ 

1 — k'^ sin'y sin^'^ 

Endlich liefert die erste der Gleichungen (20) 

sin <p sin ^ ^6 = cos g> cos ^ — cos 

Sobstituirt man darin den eben gefundenen Ausdruck für cos o. 
so wird 

sin W sin 1I; da = ^***l'>*y Sin»^ cosy cobiP 4- sin y ain ^ ^y // ^ 
^ 1— **iiin<y8ia*^ ' 

mithin 

(24) . . ^0 Ä — ^* 8'"<P sint» eosy cog^^jb 

1 —Ar* 8in*qp sin*^ 

SeUt man nun in den Formein (22), (29) und (24) 
<p sx: amu, ^ am v, = am {« -f v), 

80 erhält man die Fmidamentalformeln für die elliplisclien Func- 
tionen, weiiii mau zugleich auch — v au Stelle von v setzt, 
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r • / I \ Biuamu cosamv JIm/tv +>>inamv oosowii ^amu 

rrfnai»i(ti± p) = - T- . , . . 

/Aftv J / I \ GOB€mu cosamv + Hin arnu s'mamv ^amu ^.4m» 

[2b} {C08a«{M+ r) s= 1 2 "2 

\^<m{u + v) = , . . . . — — 

Diese Relatiooeo sind dea trigonometnschen Formela 

sin (u + t) SS sin u €08 tr + sin 9 cos ti 
cos (« v) = cos tf cos p 7 sin « sin 9 

analog, und, wie es sein muss, entstellen die let/tci ( n nnniittelhar 
aus jeuen, weuu uiao Ar = o setzt, weil dauü die Amplituden in 
ilire Argumente übergelienp und die Functionen ^ sämmtlich den 
Werth £in8 erhalten. 

Es wird nicht unzweckroassig sein« hier auch noch den Be- 
weis für die Richtiglieit der Fündamentalformeln beizubringen, 

den Abel*) in seiner ersten Abhandlung über die elliptischen 
Functioiteii liir dieselben {^iel)t, 

Al)el gehl von dem im vori^jen § ah{<eleiteten Ausdrucke lüi* 
sin am (u + v) aus und zeigt, dass derselbe gleich sin am (u + 
sein mässe. Es sei also 

X ^iP<w** ecwflut» ^amp -^ ri n img ecnamm Jam u 

Dann hit X eine Function von u und v und zwar eine symntirl- 
sche Function, daher kann man setzen 

X ^ f \,u,v) ^ f (r, u). 

£s lässt sich aber zeigen, dass auch der partielle Differential- 

quotient. ^— eine symmetrische Function von 11 und 9 ist. Setii 

man der Kürze wegen 

l'^k'^ sin^ am u sin'^ amv^ N, 

so ergiebt sieh 

du N* 

— iflwnamv giniWK cos* am«) 
JV« 

(■ia «wir cosiBwtr Jamv^^Biaamv eos am u J nmu)H^»iMkmtue(t§amu^amu^m9 



*) Abel. lUelierches sur les fonotionselliptiqiies. Cr«lU*sjbiini.Bd,2. 
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Da es nur daraut ankoiuint, nachzuweisen, dass dieser Ausdruck 
in Bezug auf u und v symmetrisch ist, so kaoo man alles das- 
jenige, was schoD in sich symmetrisch ist, ausscheiden und nur 
das Uebrigblelbende weiter behandeln. Oer Ausdruck besteht aus 
5 Gliedern, von welchen das erste und vierte symmetrisch sind» 
der Ausdruck N Ist ebenfalls symmetrisch; es bleibt also zur 
weiteren Umformung folj^'ender Ausdruck öbrig: 

— N sin am V üaamu ^J^ am u — Nk- sin am u sin am v cos^ am u 

+ sin am tf sin' am v cos^ amu ^ amu, 

aus welchem wir noch den allen Gliedern gemeinsamen symme- 
trischen Factor sin am u sin am v ausscheiden können. Dann 
behält man, wenn man den Ausdruck iüi* N wieder lierstelit, 

— (1 — Ar^ sin- amu sin* am v) am u 

— (1 — sin' am u sin^ am v) cos' am u 

+ sin' am v cos' amu amu 

= — am u -\- k ' sin- am v am u — k'^ cos ' am u 

+ Ar' sin' am v cos' am u {k'^ sin' amu ^ amu) 

= — ^ amu ^ am V — Ar' cos' äm u cos' am v. 

Die nach Auss( iH'idiiii^ aller sytninetrischen Glieder nhr'ig blei- 
benden sind daher ebenfalls s\ ninicfriseli . mithin ist ih'V ganze 
Ausdruck symmetrisch. Denuiacii muss die Function so be- 
sciiaffen sein, dass 

ist. Alsdann aber muss Ä eine Function von u + v sein. Denn 
dM^entiirt man die Function X vollständig nach u und v , so er* 
hält man 

dX = I- du + t- 
und vermöge der Bedingung (26), wenn man u '■^ v = z setset, 
(27) . . , dJT = ^ dz. > 

Eliininirt man aber v aus T. indem man t> = z — v einfidnl 
und ditl'ereutiirt unter dieser Voraus^telzung wieder vollstätidig, so 
erhält man 

wo die Klammern andeuten sollen, dass man vor der IHfferen- 

Durcg-c, ffKiiit« Funciionen. ^ g 



Digitized by Google 



114 Absclm. VII. Das AdditioiMlheoreni. $ 39. 

Uaüou V durch z — u zu ersetzen habe. Aus der VerbUiduiig 
von (27) und (28) folgt dann 

und weil « und z von einander ganz unabhängig sind, 

ifieraus geht hervor, dass nach der Substitution von 2 — u 
fOr 9 die Variable 11 nicht mehr eiplidte enthalten iunn, dass 
viehnehr dann 

''^ = (f ) 

al$u> eine Function von z oder u 4- ^ allein ist. Mau kann 
also setzen 

jr =r /•(« + v). 

(Jm aber zu ermitteln, nas die Function / bedeutet, braucht man 
nur 9 ^ 0 zu setzen , denn dann eriiält man 

f [u) = sin am ti, 

folglicti ist auch 

AT = /* (tt -f" ») = sin am {u + »). 

S29. 

Din im § 27 unter (2;>) aufgesteUten Fiindanieiitalloi mein 
bilden die yiiclic für eine Menge analytischer liezieliungen zwi- 
schen den elliptisi'iien Functionen , gerade uie auch die trigono- 
metrischen Formeln sich aus den Ausdrücken für sin (11 ;t 9) und 
f OS (ti + 9) ergeben. 

: Wir stellen die nichtigsten derselben im Folgenden zusam- 
men, indem wir den in den Fundamenten*) angegebenen nur we- 
nige hinzufügen. Zur Abkürzung sei am ti = a, am v = b, 
am {u -j- v) = C, am [u — v) = $ gesetzt. 

1) sin am 2« = — z—. , i - 

* cos'« — siu'«^« 

2) cos um 2» = - — - — 



Jacob i. Fondiiineiift« mam etc. §18. 
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3] ^ «m 2u = 

4) siD (» + sin « = i^^-j-,-^ 

5) «0 g - »m 6 = ,_t.^,rt.»t 

7) 008 — cos ^ 2 sin aB'mhJtiJb 

' ^ I — Ar'sin'a 8iu*6 

8) ^ + ^ = i-j^":*"' ,7 

10) sin « da « » ^'"^T/'" -*^ 

' 1 — Ar' Sin* a Sin' o 

11) COS COS 9 =s 



12) 



1 —A* sin* «sin* 6 

- cos' ff sin* A 
1 — A"*sin*« sin*/* 



13) 1 + siD (T sin 0 = . .r . 

14) 1 ^ sin (T sin 0 == , , 

16) 1 + ^ sin <r sin ^ « — ?~t^. . . 

16) 1 - sn « idn • = ^"t*'.'" ? 



1 — k^s'ur a aiii^b 
17) J + cos 0 cos 9 := ■ . \ 

Ib) 1 ^ cos 0 cos 9 = — —- r^. — r-rr — 

1 — A'^sin''rt8in'A 

19) 1 + ^ = 

20) 1 ^ = i* (8in*aco8« h -f »in ' /; co8*a) 

1 — sin*« »in* A 

21) {l±d„»,(,±d„,,=.f£2?^--^*l! 

22) (1 ± da a) (1 T rin *) = 'a:!;^*^^; 
23} (1 ± * rfn«) (1 ±*sln «) = 

8* 
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I » • -\ /< -r- t • A» ( da+ k sin b Cosa)* 

24) (1±*8IB«) (1 + kSUi») = 

25) ll±C08«) (1 ± C08«J 

26) (1 ±co»(,) (1 + CO.«) = 

27) (1 ± ^.) (1 ± ^») tM^& 

28) (l±^«)(l+^) = i^l^^ 

29) siao «OS» "°'7J^+.:'r^T*^' 

30} cos«»»« = i.t.rtrfariB't 

31) sinff ^« = i_y,J^^t 

QO^ ein 6 CQg fr Bin a^a— Cosa sind iift 

d2J Slü _____ 

33) cos 6'^$ = cosacos5^a^^-t^,in«,inft 

^..^ A cosaco86^a^6+4r'*BinaBinfr 

34) cos 9 = = — ■- . 

' 1— *■ Bin* a«m«A 

35) sm (tf + = ^ — a-r-r — .-tt 



36) sin (tf — ö) = 



1— A>aüi*a8in*6 



38) CO. (.-.) = - ^.Ü^^r^ - 

Zur Erläuterung der Ableitung fliosor Foi uH'lii mögen fol- 
gende Bemerkungen dienen. Im AllgruKMin ii werden sir auf 
dieselbe Weise gcbiblet, uic dif trigononietris( lien. Bei den Um- 
formungen wiederholen sich bisweilen die schon im § 27 zur 
Ableitung der Formeln (22), (23) und (24) ausgeführten Opera- 
tioaen, auch kann man sich dazu der Gleichungen (20) dessel- 
ben S bisweilen mit Nutzen bedienen. Die Formeln 21) bis 28) 
entstehen leicht aus den vorhergehenden, wenn man nur bemerkt, 
dass z. B. 

(1 + sin a) (1 + sin $) = 1 -f sin a sin ö + (sin o + sin $] 
ist, und in 13) und 4) schon Ausdrücke für 
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1 + ^ <^ siu ^ uiul sin (T -f- sin d 

gegeben sind, die man also nur durch Addition und SubtracUon 
zu verbinden hat 

Zu diesen MiUeln, die der Ableitung der trigonometrischen 
wie der elltplischen Formeln gemeinsam sind« kommt aber noch 
eines» welches den elliptischen Functionen eigenthömlich Ist, näm- 
lich die Substitution der Argumente w + iT, m + OT' etc. an 
die Stelle von u. Liii die AnwLudbarki'it dieses Verl'ahn'iis an 
einem l{(üs|)i('Ic zu zeigen, wollen wir die Formeln 11) und 12) 
aus 10) abiritt'n. 

Zu diesem Ende setzen wir in der Formel 10) nämlich iu 

. ^ . A sin'« — 8ln*b 

sm sin 0 ss= z — 77-^5 — TiT 

tt + <Af an die Stelle von u und bedienen uns der Formel (17) 
g 10, nämlich 

. /im COS am z 

sm am [z AI = — — ; 

dann haben wir folgende Substitutionen zu machen; 

II geht über uk u -{^ K 
9 . . - i> 



II + » - 


• II + 


0 + ^ 


U — V - 


- u — 




sin 0 - 


COStf 








sin $ • 


cos $ 




sin a - 


cos a 




sin b - 


- sin b. 





SetKi man alles dieses ein, so erhält man 

cos' a • 9 . 

— — — ^ sin V 

f€%a\ ^osffcosö J^fi f ns' fi — h'in^ b Zi^n 

^ ' Ja d$ ^ ,« cos'fl . .1. J*« — /c*Hiu*6cüii*a 

1 — * sr- sm* b 

Um mm die Producte cos G cos Ö und Jö z^ö selbst zu finden, 
kann man sicli des § 10 angeffduten Satzes bedienen, dass die 
Functionen sin., cos. und ^ Nenner haben müssen, die bis auf 
einen rnnstanten Factor einaniler gleich sind. Da mm sin 
sin Ö den Nenner 1 — k'^ sin* u sin*' h hat. und man sich leicht 
überzeugen kann, dass Zähler und Nenner des vorigen Ausdrucks 
diese Gr^ksse nicht schon als Factor enthalten» so kann man 
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«-enn y eine constante Grösse bezeichnet, setzen: 



cos €06 0 =: 



C08* a — sin* ff 



y(l— A:*sin*ff 8in'6)' y (I— Ar* sin* a sin* 6) 

(im zu bestimmen, braucht mau nur specielle Wertbe für u 
und tr einzusetzon und findet, \^onn man u ~~ v — o setzt» dai>s 
)r s=s 1 ist, wodurch man die Formeln 11) und 12) erhält 

Man kann aber auch eine Formel filr ^tf dlrect aus 
10) abieilen, wenn man ttf'+ K statt tc und iv statt v setzt und 
sich der Formeln [§ 10. (18), § 8. (12)] 

sin um (m 4- üf) = ^^^^ ; sin am tz i tg am (2, Ar'} 

bedient. Dann hat man, >\eiiii iiijui der Kürze wegen am [u, k'] 
mit (a, Ar') und in ähnlicher Weise die fibiigen Amplituden mit 
dem compiementaren Modul bezeichnet, folgende Substitutiooeo 
zu machen: 

u geht fiber in im ^ K 



9 

II — » 
sin 

sintf 

sin a 
sin* fr 



- fP 

- I (tl H- p) H- 

- f (tf — t>) + AT 

l 

1 

I 



Da alsdann sftmmtliche Amplituden das Gomplement des Moduls 
enthalten, so kann man wieder k statt U setzen, mws dann aber 
statt des ezplicile vorkornmenden k auch A' schreiben. Alsdann 
erhalt man 



I 



d9 ^ 



1 +A'^ 



oder 



^tf z/9 = = -> . . : - g - 



1 -siii*A+8iii*fr(i~A«Biii*a) 
l-n**8in*«8in«6 * 
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Hat man so geruiiden, so ergiebt sich aus (29) auch 

cos 0 cos 0. 

Diestibf M«'lho(l* k.um ruaii auch bei der Ableitung der For- 
meln 29J bis 34) anweuden. 



Achter Abschnitt. 
Ueber den Zusammenhang der elliptischen Functionen 

mit der sphärischen Trigonometrie. 



§ 30. 

Stellen wir die Resultate des S 26 noch einmal kurz im- 
sammen, so hat sich ergehen, dass von den Gleichungen 

(1) F (a) + F (b) (<f), cos = cos a cos 6 — sin a sin b 
jede die voUstindige* Integralgleichung der Differentialgleichung 

da , db 

mit der willkürlichen Constante ist, und ebenso von den Glei- 
chungen 

(2) ^(«) — F{h) s= F cos ^ = Cosa cosft -|- sin a sind 

Jede die voiiständige Integralgleichung der Düleientialgleichuiig 

— — — =r 0 

Nun bemerkte Lagrange*), dass die Formel (2) die grösste 
Aehnlichkeit mit der Grundformei der sphärischen Trigonometrie 
besitzt. Bezeichnen nämlich a, 6» c die Seiten, und C die 

diesen resp. gegenüberliegenden Winkel eines sphärischen Ih*ei- 
ecks, so ist 

(3) . . coe c &=3 cos a cos b + sin a sin ö cos C. 
Setasi man nun 

e = ^, 

*) Theorie des fonctione. g 81. Ö2. 
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so koiDHit diese Formel mit {D h'is auf das an die Steile von 
cos C getretene ^0 \ oUkoinuieu überdn. Allein im spiiinschea 
Dreieck haben die Verliältnisse 

ain^ ein B sin C 
sina ' sin^ ' sine ' 

alle drei denselben Werth. Bezeichnet mau diesen Werth mit Ar, 
so ist 

sin A sin B sin C _ 

sina sin ^ sin c * 

also 

sin ^ es Ar sin a, sin ^ = Ar sin 6, sin (7 = Ar sin 
und dann 

cos ^ = + 2j/a, cos ^ = + cos C i ^c, 

wo das obere oder untere Zeichen zu wählen ist» je nachdem die 
betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind. Nimmt man also 
den Winkel € spitz an und setzt e = 0, so wird cos C = 

iiud dadurch werden die Formeh» '3 und (2) ganz identisch. 
Minunl luan dagegen 6' stuni|ir .ui iiihI setzt c = G, so wird 
cos C = — und dann geht die Formel (3) in (1) über. Da 
nun, wenn wie früher a .-= am b ~ - amv gesetzt wird, 
9 ==: am (u — t»), ff = am (» + u), 

so folgt, dass wenn am xi und am v als die Seiten eines sphS- 

rischen Dreiecks angesehen werden, die dritte Seite desselben 
Dreiecks gleicli am [u — v) oder am \u + t») ist, Je naclidem die 
beiden ersten Seilen einen spitzen oder einen stumpfen Winkel 
einschliesseri. Der Modul der Amplitude ist alsdann das constante 
Yerhältniss j^wischen den Sinus der Winkel und den Sinus der 
gegenüberliegenden Seiten, nämlich 

^ _ sin A sin B sin C 

sina sin 6 sin e * 

llntersncfien wir nun, wie das s|)häi'is( he Dreieck beschaffen 
sein muss, damit der Modul kleiner als 1 ausi'alle. Da in diesem 
Falle 

sin B < sin 6 

sein muss, so liat man das Dreieck so anzunehmen, dass wenn 

\) B <, 90« ist, h > B 
und wenn 2) ^ > 90« ist, 6 < ^ und > 180^' — B 
sei. 
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Betrachten vir /nrrsl <len Fall, dass < 90 Es sei 
PBQ (Fig. 5) äcr Winkel ^, und C der auf dem Schenkel BQ 
liegende zweite K( kpiinct des Drei- l'ig- 5. 

ecks. Macht mau BP == BQ ^ 90"^, 
80 ist ^ ^, lind dies zugleich 
das grteBte unter allen Perpeudikelo, 
die man tod irgend einem Puncte 
des einen Schenkels des Winkels B^i 




auf den anderen fallen kann. Legt P 
man nun durch den Punct C zwei \ < 

grösste Kreise, den einen CE senk- 
recht auf' BQ, den anderen CF senk- ^O^^l^^T^ 
rcrhl auf BP, so ist jedes dieser 

beiden Perpendikel kleiner als PQ himI damit kleiner als B, also 

CE < C/-^ < i?. 

Hieraus folgt: wenn die dem Winkel B gegenfiberliegende 

Seih' b des sphärischen Dreiecks grösser als B sein soll, so darf 
(Irr dritte EckpuiK't A niclil /.wischen E und F fallen, sondern 
iiinss eine der beiden durch und J2 bezeicluie(er) Lagen ha- 
ben, nämlich entweder zwisclien /' und B oder zwischen E und 
Jl liegen. In beiden Fällen aber besitzt das sphärische Dreieck 
A^BC cder A^BC ausser deitT spifzeii Winkel B einen spitzen und 
einen stumpfen Winkel, näiiilidi entweder ist stumpf und C 
spitz, oder A^ spitz und C stumpf. 

Betrachten wir ferner den zweiten Fall, dass B > 90^ und 
sei alsdann QB^ dieser Winkel. In diesem Falle ist wieder 
QH =s S, wenn BQ ^ ER = 90*^ gemacht wird; jetzt aber 
Ist QR das kleinste unter allen Perpendikeln» die man von 
irgend einem Puncte des einen Schenkels des Winkels B auf den 
anderen fällen kaini. Zieht man daher CD senkrecht auf BQ, und 
CG senkrecht auf BR, so ist 

CG > B und CB :> B. 

Da nun jetzt b < B sein muss*), so darf der dritte Eckpunct 
A des Dreiecks nicht zwischen D und G fallen, sondern muss 

eine der beiden durch und A.^' bezeichneten Lagen haben. 



*) Die Forderung, dass b die Grenze 180** — B uioht flberachreiten 
darf, ändert nichts an der Betrachtang. 
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n&mlich entweder zwischen B und D oder zwischen G und IC 
ttegen. In dem ersten Falle sind die WiolLel C und lidde 

spitz, das Dreieck J^'BC hat dann die Besdiaffenheit der früheren 

Dreiecke Jj ^6 u Uli ./.^ßC, es l>esitzt nätiilich einen stuinptcii und 
2 spitze Winkel. Im zweiten Falle sind dag^egen beide Winkel 
C und stumpf, sodass das Dreieck dauu drei stumpfe Win- 
iiel bat 

Aus diesen Betraehtungen geht nun hervor, dass der Modal 
des sphärischen Dreiecks nur dann kleiner als 1 ist, wenn das 
Dreieck entweder einen oder drei stumpfe Winkel hat. 

Es sei hiehei bemerkt, dass, wenn man das dem Dreieck 

ABC znj^ehörigc Suppleni(;ntardrcieck mit ÄB'C und dessen Sei- 
ten mit a', 6', c bezeiclmet, sodass 

a' = 180« - Ä, ^ = 1800 _ ^ 

und folglich 

sin A sin a 

»in«' sin^ 

ist, der Modul des Supplementär -Dreiecks gerade dann kleiner 
als 1 ist, wenn] der des ursprünglichen Dreiecks gr^er als 1 
ist, und umgekehrt. 

Kehren wir nun zu unserer früheren Betrachtung zurück, 
und nehmefi wir an, es seien am am v und k, letzteres als 
ein echter Ih uch, gegeben. 

Setzt man 

am u = a, am v = b, 

so kennt man zwei Seiten eines sphärischen Dreieckes. Da aus- 
serdem 

sin s= Ar sin a, sin 1? := Ar sin 6 

ist, so kennt man auch die Sinu» ihrer gegenüberliegenden Win- 
kel, kann aber die Winkel selbst noeli Ijcliebig als spitz oder als 
stumpf anneluiien. Wir wollen annehmen, B sei ein spitzer Win- 
kel, dann muss narli den eben erhaltenen Resultaten einer der 
beiden Winkel, entweder A oder C stunipf sein. Ist nun am u 
< om V, also a < 6, so ist nur der letztere Fall möglich, ist 
aber a > 6 gegeben, so kann man beide FUle annehmen und 
erhält dadurch eine Bestätigung des bekannten Satzes, dass man 
aus zwei Seiten und einem Winkel, der der kleineren Seite gegen- 
über liegt, zwei sphärische Dreiecke construiren kann, die die ge- 
gebenen Stucke hesitz(!n. 
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BilHet man diese I)»m(1<'ii Di i-ircke (Fig. 6), Indem iiiau auf 
dem einen Schenkel des gegebenen Winkels Fig. 6. 

B, BC = as= am u und dann CA == CJ^ = 
h = am V macht, so folgt aus dem Frülieren, ^^^^"""^ 
weU min der Winkel AfiB spitz, der Winkel XflX 
ACB aber stumpf ist, und beide sieh zu 180^ \X-j^ 
ergänzen, daas A^B = 0 = am (m — p) und ^ 
AB = 41 =s am {u v) sein muss. Hierin ist nun ein einfaches 
Mittel enthaften, die Amplitude der Sunnie und Differenz geome- 
trisch zu construiiea. 



Fig. 7. 



S 31. 

Man itann das Resultat des vorigei^ § auch in folgender 
Weise aussprechen und daraus noch einige Folgerungen ziehen. 

llesteht zwischen den Aniplituden a, b und 0 die Gleichung 

(4) Fi,a) -i- F(b) F (ö), 

SO lassen sich a, b und 6 als die Seiten eines sphärischen Drei* 
ecks ansehen, bei welchem der zwischen a und b eingeschlossene 
Winkel stumpf ist. (flg. 7.) 

Nimmt man nun eine vierte Amplitude 
o' so an, dass 

(5) . . 'F{b} + F{0) = F(<^) 

ist, so sind auch b, <S, die Seilen eines 
sphärischen Dreiecks, welches die Seiten 6 
und d mit dem vorigen gemeinsam hat und 
zwisclien diesen Seiten einen stumpfen Winkel 
besitzt; man wird also dieses Dreieck erhal- 
ten, wenn man AC zs= b macht, und dann 
wird BCf = <f' sein. Addirt man aber die 
beiden Gleichungen (5) und (4), so folgt 

Fia) ^ 2 F {b) = F (o) 
ufid da nun F{a) u und F {b) s=: 9 ist, 
fso folgt 

BC SS Ii' = am (tf 4- 2v). 

Setzt man femer 

F{b) + F{4) « F(ffl 

so ist 

<r == ba^. 
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wenn man wieder a'C = b macht» mud man erh&k ebemo irie 
vorhin 

BA' = =3 um (ti + 3v), 
Fährt man in dteaer Welse fort, indem man 

^c" = CA" r= .rc"" = 6 

macht, 80 erhält man, wenn 

BC = amu, AC = am v 

gesetzt wird, 

BA = am (m -f v) 
BC := um (tt + 2o) 
= am (t( + 30) 
^(T = am (ti + 4») 
BJt = am (tr + 5v) 
u. s. w. 

Macht man nwi endlich tr = also auch a ^ h und 

BC = AC am u, 

so ist 

= am 2u, BC = am 3», BA! = «m 4», = am 5«i 

am 6ii, u. 8. w. 

8 82 

Ans (If'n vorsU'iiPndeii Betraclitniigcn ist ersichtUclj . dass 
zwischen den elliptischen Functionen und der spharisrhcii Tri- 
gonometrie ein inniger Zusammenhang* hestelit. Man wird daher 
die Formeln der einen Discipiin aus denen der anderen herleiten 
können. Um dies an einigen Beispielen zu zeigen» wollen wir 
die GaussUchen Formeln der sphärischen Trigonometrie aas un- 
seren Formeln für die elliptischen Functionen und zweitens das 
Additionstheorem der elliptischen Functionen aus der sphärischen 
Trigonometrie ableiten. 

Zu den (laussischen Formeln werden uns die Formeln 25) 
bis 28) des § 29 fuhren. Um das doppelte Zeichen bequem 
. beibehalten zu können und dadiii ( h zu gleicher Zeil zwei der 
Ganssisch«"!! Formeln zu erhalten, wollen wir mit e eine Grösse 
bezeictuieu, die iiui- einen der beiden VVerlhe 1 oder — 1 ha- 
ben soll» sodass stets 

a* = + 1 

ist Dann lassen sich die Formeln 27) und 28) so schreiben: 
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(1 + fc*») (1 + = , ,.I-„;i^Ä' 

Daraus folgt durch Division 

I — ilc« öitt« $ ik^ sin« — sb) ' 

Ebenso ergiebt sieb aus 25) und 26) durch DivLdon 

1 -|- g cos $ [ l -f- {eo»a'^9toßb)'^ 

l — tcos^ ' ' «in** ^ sin aJb — c sin b^af * 

mithin, wenn mau die beiden let2ten Fonneiii dividirt und die 

Wurzel auszieht 

l -\- sJ$ (Ja -^^ tJb) (ßina Jb — t sink Ja) 

^' ' 14-eco8$ 9in{a^tb) icwa-^eeoab) 

lieber das der Wurzd zu erthdlende Zeichen ist zu bemerlieii. 
te die eben aufgestellte Formel richtig ist, wenn sich ergeben 

wird, dass drr ledite und linke Theil dieser (Mcichunj; beide 
gleiches Zeii bni lialxMi. Sollte sieh dagegen lierau.sNi* Heu , dass 
der eine Theil das entgegengeselzle Zeiclieii des andern bat, so 
müsste man einem von beiden noch ein Minuszeiciien vorsetzen. 
Fahrt man nun die im rechten TheÜe angedeuteten Muiliplicatio- 
Ben aus» indem man bemerlKt, dass 

cos 6b = cos b, sin eb = e sin b, 

also 

sin (a — - c6) := sin a cos 6 — £ /sin 6 cos a 
ist, so erhält man 

1 ^ 9^ dazib sin a — JaJb sin b-\-£ sin a^b — c sin bJ^a 

1 + « OOS $ ~~ cos n cos sin 0 — cos <i cos sin b — c sin i cos*4i s sla a co«*ft' 

Igst man nun z/^a, ^% cos^ cos^ b auf, sodass 

1 + _ ^«^^(sintf— sin6)+«stttg<l~A«Bin*ft)— asin*(l-Jb*8iaU) 
1 f cos $ cos a cos b (sin a — sin b) — c sin 6 ( 1^ 8ia*a) ^ < sin a^i— »iifib) 

wird, so sieht man, dass sich der Bruch durch sin a — sin fr 
beben lässt, wodurch man erhält 

[ sd$ jdndb -|- f -|- f siiu/ sin h 

1 -|- a cos ^ cos tt cos 6 -|- £ -|" * sin a sin b 

oder 

l-f-ecos^ i-f'toosacos^^stnasinft* 
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Diese Formel kann man nun b irlit in eine der sphärischen Tri- 
gonomelrie umwandeln; denn setzt man 

so ist, weil ö = cm (u — ? ) ist, C ein spitzer Winkel, folglich 

J$ == cos C. 

Dann aber mins einer der beiden Winkel A and B spiU, uod 
der andere stumpf Min, man rouaa daher 

cos A cos B = — 
setzen und erhält dann 

l + « cos C 1 — g cos A cos i? -j- B 

"i+Tcösc CO»« cos* + Bill« »ia* 

1 — « (cos cos Ä — iHinA sia g) 
~" 1 -|- € (cos a cos A -f- « am a sin 6) 

1 — f cos(yi -f bB) 
1 4* * cos (« — ab) 

Da diese Formel zei(^, dasa beide Theiie der Gieidinng posUv 
sind, so ergiebt sieb, dasB wir frdber bei der Wurzelausziebnng 

das richtige Zeichen gewühlt haben. Vorstehende Gleichung ent- 
hält nun klich zwei der Gaussischen Formeln, denn setzt man 
c t= -f- 1 , so verwandelt sie sich in 

cos^c cosiC«— ft)* 

und für — 1 in 

Binjg cos IM — /?) 

Die beiden anderen Gaussischen Formeln wird man auf ibli' 

liehe Art erhalten, wenn man statt der Gleichung (6) die ent- 
sprechende für herstellt, indem man den Ausdruck 

1 + f cos $ . 8111*^ f . 

i in TT xrj umformt 

1 — • coft (1— « cos $)* 

Vm zweitens das Additionstheorem der elliptischen Functio- 
nen aus der splmischcn Tritfonomctric hcrzuU'ih ii , hetrachten 
wir in ciix'ni sphärischen Dreiecke eine Seite V und den ihr 
gegenuheriiegenden Winkel C als constant, während die übrigcii 
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.Slücke sieb verändern mögen. (Fig. 8.) Wir (h iikeu uns also 
etwa, dass sich die Seite AB z«i- ^ >^ ^ 

sehen den Schenkeln des unver- 
änderlichen Winkels Cm bewege, 
dass wenn sie in die Lage J^B" 
übergegangen isl, ^ If— AB sei 
Aisdanu ist auch lier Modul des spliärLschen Dreiecks 

, ein C 

8in c 

eine constante Grösse. Den Winkel C nehmen wir, um die For- 
mel für die Addition zu erhalten, stumpf an, dann sind A und 
B entweder beide spitz oder beide stumpf, mithin cos A und 
eos B Yon gleichem Zeichen. Unter diesen Voraussetzungen nun 
dül^entiiren wir die Grundformel der sphärischen Trigonometrie 

{*t\ . , cos e =n= cos a cos 6 + sin a sin b cos C 

vollständig nach u und h und erhalten 

o s= ( — sin a cos fr + cos a sin 6 cos C) <to 
+ cos o sin & + sin a cos d cos (7) lfd. 

Nun ist aber 

sin a cos 6 — cos a sin 6 cos C =: sin c cos ^ 
cos a sin 6 — sin a cos 6 cos C = sin c cos ^, 

folglich 

0 s= — sin e cos ifa — sin c cos i< 4b, 

und da entweder cos P = ^ und cos ^ = /da, oder cos J9= — ^b 
und cos ^ ^ — ist, 

oder 

Wenn also zwischen den Variablen a und b die endliche Glei- 

cbuDg (7) besteht, so besteht zwischen ihnen auch die Din'eren- 
tialgb'ichung (8), jene ist also eine Intpjjrnl^IcicJiuiijj; dieser. l.eLz- 
leip »Mithält die ('onstante Ar, die endliche Iiieichung (7^ dagegen 
die Constanten c und C, da aber vermöge der Gleichung 

sin C Ar sin e 

C eine Function von k nnd e ist, so enthält die Gleichung (7) 
^inc Coustnnle mehr, ;ds flie DiflVTcuiialghMchuug (8) und ist 
deuuiacli die vulislündige Integralgleichung von letzlerer. 
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Neunter Abschnitt 
Das Addition^tlieorem für die zweite und diitte Gattung. 



Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Summe zweier eiJipti- 
BCbeu lulegrale der z>veiten Gattung zu findnn. wenn zwiscbeo 
ihren Ampliiudea die in den vorigen lieliandelte Relatioo 
stattfindet. 

Es seien also 9, ^ und (T drei solche Amplituden, dass zwi- 
schen ihnen folgende Gleichungen bestehen 



von welcfien die beiden ersten vollständige Integralgleielningeu 
der letzh'KMi mit der willkiirliehen Constante a sind; es entsteht 
dann die Aufgabe, die Sunnne ü der Integrale 



zu finden. Hier ist U ein Integral von einer Function voiT 9 
und if, da aber vermöge der vorhergehenden Gleichungen (1) f 
eine Function von 9 und der viillkärlichen Constante 6 hl, so 

ist U ein Integral von einer einzigen Variablen, eine Oiiadratur; 
U ist daber ein integrabler Ausdruck und es Iragf sirh nur, ob 
das Inü'gral auf einen algebraischen Ausdrii« k, einen Lug.H iiiiiuiis 
oder Kreisbogen führt, oder ob es brdierer ISatur ist. Es wird 
sich zeigen, dass das erslere der Fall ist. 

Der Weg, ^ als Function von g> in U wirklich ^lnzufOhren, 
wArde ein sehr weitläußger sein; wir kommen kurzer zum Ziele, 
wenn wir U als Function der beldea Variablen q) und ip behan* 



dein und dU als ein vollständiges nifTerential beizustellen suchen, 
was nach den eben angesiellten Hetiacbtungen gelingen niuss. 



(1) 




(2) 



{q>) + E, if) = ü 
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Da nach der im $ 18 aiifgestelltea Definition der Function J?| 

{<p) = / J<p dtp 



ist, so (M'liält luuii Uiu'ih voUstatidigti ÜiH'ereutiatiou der Gleictiung 
(2) na<'li <p und i> 

dl] = /Jtp dq> + dif ; 

addirt man dazu die aus der letzten der Gleichungen (1) folgende 
Gleichung 

o = ädif dfp + dif, 
so erhält man den sogleich iiilegruhlen Ausdruck 

dU =r (z/9> + ^if) {d9 + dilf). 
Setzt man näiuiu h, wie im 2ü (S. 107), 

y + ^ = P 

und benutzt die daselbst unter (17) abgeleitete Formel 

Jtp H- ^if = sin p, 
HO durch ausgedrüfkt, den ^erth 

^ iin a 

hat, so erhMt man 

dü SS ß sinp 4^, 
und dann durcli Integration soiort 

a ^ ß CWp + C=-^ i j-J*"- cos + ^) + 

wo C die Integrationsconstante bedeutet. bandelt sich jetzt 
nur noch darum» die letztere zu bestimmen, d. h. durch aus- 
zudrücken, und die Gleichung auf ihre einfachste Gestalt zu 
bringen. 

Setzen wir zu diesem SSwecke in die nun gewonnene Glei- 
chung 

(9) + JS:, {^) == — cos (SP + ^) + ■ 

die beiden zusammengehörigen Werthe q> =z o und ^ := tf ein, 
so erhallen wir, da (o) = o ist, 

(7 = (<f) -h i±-^- cos <F, 

' ^ ' 8in<F 

und dadurch 

Dnr«g«, Htlpt. Fanrlianra. % 
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l 4- Ja 



(cns ö — COR 9 cos ^ -|- sin ^ sin 



Wegea der Gleichungen (1) ist aber 

cos tf — cos 9 cos ^ s= — sin 9p sin V'^<'> 
folglich orliiilt «nan 

(3) ^1 (9) + ^1 W - iPi (^) = 9» ^ 

= Ar^ sin 9 sin ^' >iu a. 

In dieser Gleicluiiig histeli! das Additioiistheorcm für die 
zweite Gattung; man könnte darin norh siu o nach (22) § 27 
durch 9 und ^ ausdrucken, wodurch der Ausdruclc rechte von 
9 und ^ allein abhängig wird. £8 ist zu bemerken, dass diese 
Gleichung wieder hur in Verbindung mit den Gleichungen (1) 
einen Sinn hat, indem sie nur dann gilt» wenn die Amplituden 
q), 0 jenen Gleichungen genügen. Sie ■ wird aber zu einer 
selbständig dastehenden Gleichung, wenn man die elliptischen 
Functionen einffihrl. Denn setzt man wie fnjher 

, (p = am u, ^ = am v, so ist O = am [u -\- v], 

JEj (y) £ (11); -E^ (if) a= £ (»), iE, (a) E {u + f»). 



E {u + v}^ E (ti) -f E (v) — sin am u sin am v sin am (ti + 

Damit ist die. 1- uiicti(»ji E von dei* Suninu- m -f r) durcli <He 
Functionen der eiuzelneu Argumente und dtirc h einfache ellipti- 
sehe Functionen ausgedrückt. Einen specielh'u Fall dieses Satzes, 
nämlich den Werth von T^iAT — u) hahen wir schon § 22 durch 
directe Behandlung des Integrals abgeleitet. Derselbe Ausdruck 

E [K — u) s= E — E (ttj + sin am u sin am {K — «) 



= E — Eu + sin am u 



CO8 am n 



J am n 

folgt nun auch durcli Einsetzung der spectelleii Wertfae. 

s 34. 

In ähnlicjjer Weise, wie eben imler Zrijj^nindelegiujir der Glei- 
chungen (1) die Summe zweier Integrale zweiter Gattung gefun- 
den worden ist, kann man auch die Summe zweier Integrale drtt- 
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ter Gattung finden. Setzt man Dämlich unter Anwendung der 
Legendrefilien Form (vgl. $ 19) 

/r, (9), «) + n, «) = U, 
IM ist, weil V eine Function von <jp isl , U ein lnh'<?ral von (p 
allein, also iiiuss sieh dU, durch 9 liiid il> ausgfdrrirkt, in eine« 
integralileji Ausdruck iwnformeii lassen. Man hat (§ iQ)*) 

dU= + . 

aber wegen (1) ist 

^ ^ irf^ ~ ziy' 

folglich 

(5) . , dü z= « (sin«^ — sin*(p) ^ rfy 

Nun folgt aus der Glpichung (3; dnrch DiOerentiation, weil 
als constant zu betrachten fat, 

^(p dcp + dilf dtlf — k' sin ö d (sin q> sin 
oder mit not innaligor BeuuUuug der Gleichung (4) 
k^sinüd (sin tp sin ^) = ^9-^ . 

== Ä»(sin«^- 8ln«ffi) 

Dies uyn in (5} suhstiluirt giebt 

n sin ff di(8in qp sin '^^) 

oder wenn man 

sin^y -f sin^^ = p, sin 91 sin ^ ^ 

setzt, 

uixl «'S !)l(Mht jetzt nur rio( h übrig, p durrfi ^ auszudrucken. 
Dies Iii (hl vciniittdst der zweiten der Gleichungen (1); denn 
aus di'i'sellx'u l'olgt 

(coa + q^faf = cos» 9) cos« ^ = (1 — sin« 9») (1 — »in« ^) 

folglich erhält man 



*) Legendre. £zercicea da calciil intdgral. L png, 75 tmil Tratte 
'des Fonction« elUpUqaeB. I. pag. 74. 

9* 
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p = j 4- ^« — (cos <y -f qJof 

uad dann 

7» sin adq 

oder wenn man der Kürze wegen 

j;i sin tf Ä Ä, fi cos tf-^tf = B 

U + «sin«tf==v#, ii(n + *«8itt«<l)=it(« + l— -il«tf)=:fi' 

setzt, 

Hiedun li ist nun dU als ein nifTerential von einer einzigeD 
Variableu ^ dargestellt, iiiui man erhält alsdann 

i7i (qp, nj + 77, «) ^JdU Conat. 

Zur Bestimmung, der Constanten hat man die Bedingung zu be- 
nutzen» dass för 9 = o, ^ = tf, also q = o werde; dann ist 



^'rfi^ + Const. 

foigiicii 

Hl (q>, n) 4- il, «) — Iii «) =y '^i^- > 

Nun schreibt sich * 

CMdq CM . dq 



dU = 



^ \yAö-Bt) 

demnacli erhält man durch unbestimmte Integration 

M (.'q — B 

und dann, wenn mau der Kürze wegen I dü = setzt, 

und wenn man endlich die beiden Arcus Tangens nach der 
Formel 

arc tg o: + are lg y = arc tg ^J^- 
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▼ereinigt, 

' TT W . qVAC—Bß 
ü. = ^ aix tg s — * 

Sul>8tifuii-t man nun hieriu die Werlhc von M, J, B, C aud (6), 
so erhält man zunächst 

AC — = » (1 ± n — J^6) (1 H- « sin* 0) — co&^ö^a 
= « [1 + n ^ z/^ + H (1 + it} sin^ <r — n^/»o] 

;m1 + «) (1 — + n »in' 
= » (1 + «) (Ar* + «) 8üi'^ 
also wenn man der Kürze wegen 

n 

setzt, • 

yAC — ^» = » /5 sin <f , 

und dataer 

1 . nV ca ain q> siiiTp sin a 

-r — : arC liT I — ; ; — = ; ; r— • 

FQr den Fall, dass -der Parameter n negativ und numei isch 
kleiner als ist, auf welchen Fall, wie § 20 erwähnt ist, sieh 
die Jaeobi'srhe Normallorui der <lrilleii r»allung heziehl . N\ini 
der vori^'e Aus(iru< k iinaiiliiär und verwandelt sich iu einen Lo- 
garithmus. Setzt man lür diesen Fall 

n = — Ar* sin* .a, 
so wird 

7/ (1 + ") C^'H-") _ eo8 « ^« . 
r n aintt ' 

demnach erhält man 

■ 

tg tt ^ — siug cos« ^tf siiiqp sin-^ sing 

und wenn man die l'ormei 

- arc tg iz = i log 

anwendet, 

- 4 log iT 

und 
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^ 1— A' sin^ a sin*a — Ar* »in n «in tp sin r^» ( siiiö cmaJa — sinacoso Jtf 

"~" 1 — Ar* sin'^ff sin'a -j- siu <x aiuqp sin t^i ( sin o uosaz/a-f-sina cosff^ff 

8iu ff cos uJa — sin et cos 0^9 



1 — Ar^ sin ff sin ^ sin ^ 



1 — k"^ tiiji' ö siu* u 



^ , ,9 . • ^ • j sin ff cos cxiia -(- sin a cob ff^tf 

1 Sin « sm sm ^ i — ^ --r- v — r-i 

' -TT- l—*« «In» IT sin* « 

Dieser Aiisdrirrk kann nun audi iinniitlrllinr iti cllipUschen 
FuacUoiieii ausgedruckt werden. Nach S. 72 hai uiau uämiicb» 
wenn 

9p tss amut n ^ — Ar' sin' a s . — Ar' sin' am a 
gesetzt wird, 

'/I, (9. ^ II + n ^u. a). 

Nun ist aber, wvnn aiisserdtnn i/» = sin am v gesetzt wird, tf =1 
am {u -|- v), man erlhilt also sofort 

n{u,a) + n (». a) — n (« + a) := 4 log /r. 

In dem Ausdniclte für H aber wird den Foriuein (25) S/112 
gemfiss 

sin a cos (t^» + sinttcosff^tf , _ / I -r- \ 

i — . . t — sin flm [u -\- V a), 

1 — »m* tf «III* « VII/» 

und daher 

^ 1 — k* sin «/«g siu am u »in tun v sin am { u -|- w — «) 

I-4"A:*Binainii8{Tiffmii8inai»v8lnffm (M-|-t'-{-<0 

Ueberbiicken wir die in diesem und den vorigen §§ gewon- 
nenen Itesultate noeii einmal, so iiat sicli ergeben, dass in Folge 
der Relation 

• C06 s cos 9) cos ^ ^ sin 9 sin ^ ^0 

der Ausdruck 

Fitp) + F(t) — F{0) 
gleicii rsnll wild. In Folge derselben lielation wird dann der 
eutsprecbeude Ausdruck iiir die Integrale der zweiten Gattung 

einem algebraischen Ausdrucke, und der für die Integrale der 
dritten Gattung 

77, (9, «) + 77, n) - 77, ((T, «) 
einem Logarithmus oder Arcus Tangens gleich. 
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Zelmter Absclmitt. 

Integration der elliptischen Diflerculialglcichung iu 

. algebraischer Form. 



§ 35. 

Wir habeu bisher das Additionstbeorem und alle daraus 
fliessenden Formeln in higdiionielrbcher Form gegeben, indem 
wir von der Normalform der clliptischi*n fnlegrale ausgingen. 
Wir wollen nun »lic lütegration der ('lli]»li>t lieu Dillercnlialglei- 
chuug audi in algehraiscljcr Form vornehuieu. 

L a g r a n g c ' s M e t h o d c. ♦) 

Bozeiciniet mau mit q)x eine ganze FuucUou des vierten Gra- 
des, nämitcti setzt man 

ipx = A + Bor + Gc* + 2>a?5 + Ea:\ 
so katni man ilit; eiliptisclie Difl'urculialgleiclmng sclireiben 

djc dt/ ^ 

Vtpx Vtpy 

Integrirt man dieselbe zuerst gliedweise und fübrt als willkür- 
liche Constante e denjenigen Werth von y ein, ^elciier dem Werthe 
X T= 0 entspncht, so erhalt man 

0 0 0 

Um nun die DilTerentlalgleicInmg anders m integriren und da- 

(liiirli die algebraische Ut'hilioii zwischen a-, y, c m linden, sieht 
l.;»ur;nige r und y als Functionen einer neuen Variablen / au, 
indem er setzt 

woniiit sich 

% = -^^ 

m 

*) Lagruiige. Theorie des l'ouctious § 7'J. Kichelot. Uebur die 
Integration eines merkwürdigeu Systems Differentialgleichungen. Crelle*8 
Jotirn. Bd. 2S. 
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ergiebt. Diiieti Uua^i'ii'ut)i> uiiü uochmalige DUTerentiation oacb 
I folgt daraus 

Indem inH ^'x der Differentialquoüent der Function (p nach x 
bezeichnet wird. Lagrange setzt ferner 

X y = p, X — y =i q, 

dann ist 
und 

folglich auch 

dp dg 

ISuu bildet Lagraiige, uiu ein vollständiges Differential herzustel- 
len, den Ausdruck 

u'^J'- ~ ^ 'Ii 
^ ät^ dt' dt* 

welcher, durch x und y ausgedrückt, 

« ^ - *• ^ = + f'y^ - w) - 

n fiicht, und dm wir der Kürze Wf^^i'ii nül X bezrMrlineji wollen. 
Diesen Ausdruck entwickelt nuu Lagrange durch Ucchuuug, in- 
dem er .r und y durch p und ^ ersetzt und zeigt, dass er sich 
durch ^, d. h. durch {x — y)^ ohne Rest tbeilen lässt. Man 
kann dies aber auch ohne Rechnung einsehen. JT ist nämlich 
ebie alternirende Function von x und y, d. h. eine Function, 
welche den entgegengesetzten Werth annimmt, wenn man x und 
y roll dnander vertauscht Eine alternirende Function aber, wenn 
sie zugleich eine; ganze Function ist, sich immer durch x—y 
ohne liest tlieileii. lUiss dies mit ilcni Ausdruck A' dir Fall ist, 
sieht m.'m ausserdem aiicli ein, wenn ni;in bedenkt, ihss q)x — (pij 
uns einem Aggregat von Diirerrnzeti gb'i( biiami},'ri- Potenzen von 
X und y besieht, und solche hill( 1 1 ii/< n sh fv: dm c Ii -r — y theii- 
bar sind. Hienach ist also Ä einmal durcli x' — y theilbar. Dif- 
ferentiirt man nun X zweimal hintereinander {»artifll nach x» so 
erhalt man 
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H = 4 (X — y) <p'\£ + 4 ipj: + (p'y) - (p'x 

= i — y) — 4 (9 — <3pV^ 
= 1 (* — y) 9P « + i 9 ^ — 4 9P 

und diese Ausdrücke zeigen, dass auch ^ und durch o; — y 

theilbar sind. Daraus folf»t abpr, dass X selb^l durch {x — y)* 
thpilbar sein niuss. Da iiuu A eine ganze Fuik Uoii vom vierten 
(ji ade ist» so muss es die Foriu 

haben, wo «, /3, y zu lji*stiuiiiii'n<l(! (Ämslanteii siixl. Aber X ist 
eirif alternlrende Function, also muss « -|- P<r -f j^y eine sym- 
metrisclie Function von x und y sein, üeninaiii hat man zunächst 
z= y, und 

dann ieX aber ersichtlich, dass ^ -der CoefBdent von a^, und a 
der Goefflclent von o;' in dem Ausdrucke für X Ist. Da nun 

fp'x ^ B -\- ICx + :^l)x^ 4- 4i:a:' 

ist, so ergiebt sich leicht der Goefflcient von 

ß ^ 2£ - E = E, 
und der CoeAicient von 

und man erhält 

X={x-y)^(E(xi'y) + 4/)) 

und l'olgiich 

ePp dp dq 

Dieser Ausdruck wird nun sofort integrahel, weim man ihn im 
Zähler und Nenner mit v> und ausserdem ihe ganze Gleichung mit 

2*^^ niuitiplictrt. Deon dadurch kommt 

dt 

9aJ ^E. £L - ■9a il (''JLV 

i' — = ^SpJ^^D 

und da man jetzt zur Linken das vohstanUige Dili'ercntiai von 
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. (4-) 



7* 



i»lehen hai, so ioi^l, wenn nül m liie IntegraliouscoQstaute 
bezeichuel vvii'd» 

(1) • • • • (7-) = Dp ^ m, 

ili«'niil isl liilcgratioii volihraclil, und da man für alle in die- 
ser (ilcirliiing vorkoinineDdeu ürdsseu endliche Ausdrücke durch 
X und y hat, so erhält man . weiu) man diese subslituirt, die voU- 
stindige liUegralgleichung in folgender Form: 

(2i . . {^^^'^' =£{x + yf+ J>(^ + ») + m. 

l'ui di«' uillküi liehe r.onstante m durch c aiis/.wdrurken, setze 
man (liiriii r = 0 uud y =i c, dauu geht y ipx ui y A über und 
mau erhält 



m 

und dadurch 



Um nun zuerst zu zeigen, dass unser« fräheren trigonome- 
trischen Formen mit dieser al^ehraischcn Gleichung aufs genaueste 

zusammenhängen, wollen wir statt des allgemeinen elliptischeD 

y^px %ebrai8che Normalform 

dx 



S> 



desselben betrachten, auf welche sich jenes, wie wir ausführlich 
gezeigt haben, immer ziiruekfuhren lässt. Wur wollen also setzen 

fpx = (1 — ic*) (1 — a:') = 1 — (i -I- k'^) k'^ 
wodurch 

A =^ h D — 0, E = k^ 
wird. Setzt man alsdann 

y 

fiu 
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. . / de 

SO ^^^Jy^ = " + i'. unter der Auuahiiiü der specielleo 

0 

Form von (px 

X ^ iiill am u = sin a\ y — sifi nm r =s siil 6 
c = Stil am (u v) = sin <r. 

Ferner 

1 — o;^ = cos^ a, l — k'^ = ^ a, 

also 

^ar = cos' a ^ a, tpy = cos'^ b Jf^ b, (pc = co»»' 0^0. 

Setzt man alles dieses ein, so nimmt die Gleicliung (3) eine trl- 
goDometrisclie Form an und gelit in folgende über: 

fcoiaJn ~ cos bJb\^ ... , . 



-( 



i— C08ff^<T\« . 



welche sich auch aus den früheren Formein herslellmi lägst. 

Ausser der Gleichung (2) kann man noch ein Paar andere, 
der letzteren ä(iuivalente, Integralgleichungen finden. Aus (1) er- 
giebt sich nimÜch 

und da 

dp da 

war, 

^2 ^ y j — qpy 

* qV£p*+Dp-fm 

Nua war aber auch 

also erhail üiau 

Aus (2) zieht man 
mithin Ist auch 

qVEp*-^ Dp 
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zwei Gleichungen, die durch Quadrirung sogleich rational in x 
und y werden* ^ 



Eulcr'ä Met hu de. 
§ 

Euler*) schlug den entgegengesetzten Weg ein, indem er 
von einer endlichen Gleichung ausging und aus derselben durch 
Differentiation unsere Differentialgleichung ableitete» der Art, da» 
sie eine Constante wiMiigcr enthi<*lt, als die endliche Gleichung« 

sodass diese die volKsliuidige Inte^i .d^h it hun^' v(»n jefier war. 

Eider ging von cmh* r allfjpineiiicii (ileicliun^ /wisdK^n o: und 
y aus, die für keine der beiden Variabein den zucitf'ii Grad üh<T- 
äteigt £ine solche lässl sich in zwei Formen schreiben; sowohl 

als auch 

4 

;« + «I y + a^y') + « 0* -I- /^ly + ß^^ 

+ ^'^ {y + riu + ny^} = 

oder wenn man 

« -f- ß.v -f yx'^ ^ X a -\- (tyff -f ff^y^ = Y 

(5) . . < ßx^ + n^^ ^1 ß-^-ßiU^ ß2y' = ri 

«2 + ft-^ + n*' ^ ^2 y + yiy + r^^ = ^2 

setzt, aurli 

(6) AT + + = o, oder F + aJl^i + «^12 = 
DIfferentUrt man diese Gleichung vollständig nach x und so 
erhftit man 

(r, + 2x1'^ dx + (Xi + 2yÄ'^ dy ^ o, 



(4) 



ü<ler 



dx 



dy 



:= 0. 



Durch Auflösung der Gb-it lauigen (6) aber erliäll niaii 



*) Euler. Institutiunes calculi integiiili:». I. Sect.2. CAp.6. Hoi^QO 
Le^. de calcitl diff. et int. II. 192. 
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folglich 

(8) . . - 4- _ 

Dadurch hat die Differentialgleichung schon in so weit die ge- 
wünschte Form, als die Differentiale dx und dividirt sind 
durch die Wurzeln aus ganzen Functionen des vierten Grades von 
X und ff. Allein bei der elliptischen DUT^rentiaigleichung sind 
diese Functionen in beiden Gliedern dieselben. Um der gefun- 
denen DUTerentialgleichung diese Form zu geben, darf man nur 
die Goef&clenten a, ß, u. s. w. so wählen, dass die X die- 

selben Functionen von .t werden, wie die Y Functionen von y 
sind. ISuii uiiterscJieiden sich die A' von F aber nur da- 
durch, ilass die zur Diafronale symmetrisch liegenden Coel'li( ien- 
tcn mit einander verl ms» ht sind. Setzt man daher je zwei sol- 
clier ( jx rii< ieiiteu einander gleich, so erreicht mau das Verlaugte. 
Mau setze daher 

dann wird 

A' = a -\- Lv -f ca: ' Y ^ a by cy'^ 

ATj = 6 + da: + ex^ Y^ = b ^ dy-i- ey\ 

Xj = c + 4- /ä:» r, = c H- + /y« 

und die Diirerentialgleichung (8) gehl in die elliptische Differen- 
tialgleichimg uher. Die ursprüngliche Gleichung (4) wird aber 
dann syniinetrisch mid erhält die Form 

(9) a-^b (a: -|-yj ^ c (.-c« + y«) + dxy + e<ry (a: + y) x fa?^=o. 

Diese (Jleichimg ist nun <He Integralgleichung der Differential- 
gleichung (S;, iiinl sie ist au( Ii vollständig, denn sie enthält 6 (kon- 
stanten, während jene nur 5 enthält. Setzt man nainiicb jetzt 

X^^ — \XX^=:^A + Bx -i- Cx^' J)x^ + £x^^ ipx, 
so wird 

pc=s62 — 4ac; ^ = 2Arf— A(ue -f bc]\ 

(10) .j C= -i- 266' — 4 -I- he -\- af) 
p = 2<te — 4(c« + bf)\ E=ie^— Acf. 

Sieht man nun die Differentialgleichung (8;, also auch die 
Grossen A, B, C, w. s. w. als gegehen an, so ist es nicht möglich, 
aus den vorsteheuden ö Gleichungen alle 6 Grössen a, 6, c, u. s. w. 



1 
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zu bestUnmen, sondern eine derselben bleibt nothwendig wiUkflr- 
lich. Die Gleichung (9) Ist daher die vollstSndIge Integralglei- 
eliung der Differentialgleichung (8)» und zwischen den Constanten 
a, h, r, II. s. w. und B, C, u. s. w. bestehen die 5 Bedingung»- 

gleirhiiD^'t'Li (10). 

Man kann nun aucli von hier ans wieder auf die Gleicliimg 
(2) des vorigen § gelangen. Wir wollen dabei nur das oiiere 
Zeichen der Gleichung (8) berüclisichUgen, indem das untere Zei- 
chen zu ganz ähnlichen Resultaten führt. 

Unter dieser Voraussetzung erhalt man aus (7) 

und daraus 

j/^ - j/^j = jr, - 4- 2yX2 - 2x7^ 
und wenn man diesen Ausdruck entwi(kelt, 

y^y = d (ar — y) + e (a:* - y«) + 2y (e + + f^) 

— 2a: (c + + /V'; 

= (d — 2c) {x—y) + e [x^ — y-) + 2fxy {x — y), 
mithin _ 

r - Kyy 4 ^ ^ ^ e (x -^y) ^ Vary. 

x~y 

Erhebt man nun diese Gleichung ins Uuadrat, so kommt 

+ 2e(rf— 2r) (.r -|- y) + Af[d—2c) xy + ^efxy (x + y). 
Wegen (9) ist aber 

4/^«y + 4efxy{x + y) + Adfxy= — 4</(a;« + y^— Wlar+y) 



Subsiituirt man dies, so erhält man 

\ « — •»/ / 

und wenn mau die Ausdrucke (10) berücksichtigt, 
Kl^pyy= E{x+yj^ + lJ + y; + [{d - 2c)' - iafl 

Dies ist aber die Gleichung (2) des vorigen und der Ausdruck 
{d — 2r)^ — Aaf die willkürliche. Constante dieser Gleichung. 
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Elfter Absclmitt 

Jacobi's geometrische Coostruction des Addiiioustheoremes *) 



Wir gehen nun zu einig<Mi «,'oumeliMieii Betrachtungen flher, 
die von Jacohi hciTührtM^ziniächst noch mit dein AtMitionsUioonMite 
zusamin(»nliän«;pn und v'wi* rorisfrtirtion tlessrlheii lieltiru in hIiii- 
licljcr AVcise, wie iViv (jwi^Ihh lioii Kagrangc's mit Hülle der 
spliärischen Trigononietri«; 30 ; die uns dann aber aut'h zur 
Berechnung der elliptischen Inlegral«^ roln eii werden. 

Es seien (Flg. 9) C und c die Millelpuncte zweier Kreise» 
von denen der letztere ganz 
innerhalb des ersteren liegt, und 
R und r ihre Radien, ferner 
d = Cc der Abstand der bei- 
den MiUcljiuncte von »'iiiandcM*. 
Die Ver!>indiin}i:slini(' der beiden 
Mitteipnnete sei AB. Auf der 
Peripherie des äusseren Kreises 
nehmen wir einen veränder- 
lichen Punct F an, dessen Lage 
dui-ch den Winkel, den der veHlQderlirhc Radius CF mit* dem 
festen Radius AC bildet, gegeben sei. Diesen Winkid bezeichnen 
wir mit 2<p, also 

ACF = 29?. 

Aus F lege man eine Tangente an den inneren Kreis, nenne den 
Berührungspunct T wnd drucke die f.änge <h'r Geradi-n FT durch 
9, r, d aus. Zieht man die Geraden Fe und TV, so ist 

F7^=: Fc^ — r^ und ife« = -f- + 2nd co« 2% 

also weuu mau noch cos 2^ ^ 1 — 2 sin^ 9 setzt, 

*) Jftcobi. Ueber die Anwendung «ler e11tpti«clien Transcendeatcu 
nt ein Prablem der ElemenUrgeometric. Crelle*s Jonrn. Bd. 3. 
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FT^ := (Ä + d)« — — 4dÄ sin^ 9. 
Setzt man nun 



SO wird 



= k\ 



FT = /l Ä + d)» - r» ^1 — siin'flp 

Drückt man den vor 2/9 stehenden Factor durch k ans , so kann 
man auch schreiben 

(I) FT=: Jfp, 

Um die geometrische Bedeutung dieses Factors einzusehen . darf 
man nur den Piinct F so wfthlen» dass das zugeiiArige z/9 den 
Werth 1 erhftlt. Man hat also 9 = 0 zu setzen, d. h. den 
Punct F mit dem Puncte A zusammenfallen zu lassen. Zieht 
man dann aus A eine Tangente an den kleinen Kreis und nennt 
t den Bertthrungspunct, so ist, wie aueh aus der Figur unmittel- 
bar erhellt, 

also auch 



(2) FT,=^ At Jq>. 

Diese Gleichung gilt, wo auch der Punct F auf der Peripherie 
des &usseren Kreises liegen mag. Bezeichnet nun F' den Punct, 
in weichem die Tangente FT den äusseren Kreis zum zweiieo 
Male schneidet, und nennt man 2g)' den Winkel zwischen dem 
, Radius CF' und dem festen I^adius CJ, setzt also 

ACF' = 29', 

so ist auch 

(3) Tf =Äi ^tp\ 

Ijiteisurlien wii jnm zuerst, wann der Modul k'^ kleiner als 
1 ist. Damit dies einUitt, muss mau haben 

4*Ä < (Ä + d)« — r«, < (Ä - 

Liegt nun der Mitteipunct c des kleineren Kreises innerlialh des 
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grässei*«»!! Kreises, so ist Ä > (J also ü — d posiliv, und da- 
her muää 

r < Ä — d 

sein, d. h. der kleinere Kreis muss ganz innerhalb des grösseren 
liegen und denselben nicht schneiden, wenn ein echter Bruch 
sein soll. [Anm. Läge der Hlttelpunct e ausserhalb des Kreises 
mit dem MIttelpuncte C, so würde d — B positiv sein, und man 
würde dann r < d — R halien. Dann mAsftte b\90 der Kreis 
c ganz aussei lialii des Kreises C liegen. Wir wollen hier nur 
den erstoren Fall vtMfoljren.l 



Fig. ». 




L'iii nun zuerst <i[i/u(l<'uten, 
worauf diese Betraclituugeii hin- 
zielen« wollen wir zeigen, dass 
die beiden Winkel <p und g/, 
welche den £ndpuneten F und JT' 
der Tangente FT zugehdren, 
der elliptischen IHfferentialglei- 
chuDg genügen* Zu diesem 
Ende lassen wir den Winkel ip 
um einen beliebigen Winkel h 
wachsen, und es sei (Fig. 9.) 

ACG =; 2(9» + h), also FCG = 2A. 

Ans G ziehen wir die Tan<jente (JG an (hui kh iiK i* kreis und 
bezeichnen den dadurch enlslehcndcn Zuwaclis des Winkels 9' 
durch h\ sodass 

JCe' = 2{<p -H A ) und F'CG' = 2*'. 

Die Winkel h und h' sind beliebige (ndltdie Winkel; man be- 
merke aber, dass das Verhäitniss derselben ^. wenn beide «er- 
schwinden, dem DifferenüalverbäUniss ^ gleich wird, «iariirh 

Um jr = (für Ä = 0). 

Bczeirhnet L den Dinrhschniltspiinct der Geraden Fl^ und 

CG', und ziofit i d.ui die Sehnen f't? und F'g\ so hat uiaii zwei 
ähnliche Drewake FLG und C'j^/''', niilliin 



Fß FL 

n M I V t; e, cilijti. Faiiciioni-n. 
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Nun ist aber 

FG = 2Ä sin A. F'G' = 2Ä sin h\ 

also 

FO ahih h FL 

* IT 

Lasst man nun A verschwinden, also 6Y; niii i'i /.usammenlU* 
len, so ist 

i. sin A . |. sin A' « A //a> p_ , . 

lim -jr- = 1, luii — jgp- = J, lim = ^ yfur h = o), 

ferner fallen dann die Poncle L und G' resp. mit den Punclen 
T und ^' zusammen, man erliält also 

Fi" 

und iHcnn man darin die Werllie yon FT und F'T aus (2) uod 

(J) subsütuirt. 

rfqp ^rp 

dtp' J(p' 

oder 

•••••• - 0, 

Die Winkel ip und genügen also w irklich der elliptisrlien 
Diirerenüalglcichung und zwar derjenigen für die Subtraction. Elie 
wir nun weiter gehen und namentKeh Integralgleichungen vor- 
stehender Differentialgleichung, d. h. endliche Beziehungen zui* 
sehen den Winkeln <p und q> auf geometrischem Wege aufsuchen, 
wollen wir zuerst den Modul näher betrachten und die zur 
folgenden Cooslrucüon nothwendigeu Aufgaben losen. 



S 38. 

Den grosseren Kreis mit dem Radius sowie den auf drr 
Perijtherie des ersterrii Iii inenden Puui t J, um welrhem an ili<' 
Winkel (jp und (p' gezahlt werden, nehmen wir als fest an. uiul 
man kann aiirli an die Vorslelluiig ankmipfeii, dass der Ra- 
dius R als l^ängeneiuhcit angenommen werde, in welchem 
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Falle die Bögen AF und AF* den Winkeln 2^ und 2<p' gleich 
werden. 

Wenn ausser dem grösseren Krrisc ant Ii noch der kleinere 
IU*eis gegeben ist, so ist damit auch der Modul k gegeben. Wenn 
aber umgekehrt k gegeben Ist, und dies ist bei der Differential- 
gieichung (4) in der That der Fall, so ist damit der kleinere 
Kreis noch nicht ToUstSndig gegeben, denn da 

(S) k^^ 



Ist, 80 kann man einer der beiden Grössen d und r, von wel- 
chen die Lage und Grösse des kleinen Kreises abhängt, sehr ver- 
schiedene Werthc zuertheilen und dann mittelst der vorigen 
Gleichung und dem gegebenen Werthc von k jedesmal den ent- 
sprerln ml) II Werth der anderen (irösse berechnen. Zu einem 
und dciusclhen AV<M tli<' d»'s Moduls A gcliört also ein ganzes Sy- 
stem von unendli( h vielen iiiiiercu Kreisen, und es fragt sich, in 
i^elcher geoiuetrischea Beziehung alle diese Kreise zu einander 
stehen. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass alle ^ese Kreise, 
welche zu demselben Werthe des Moduls k gehören, dadurch cha-. 
rakterisirt sind, dass sie mit dem äusseren Kieise eine geniein- 
scbaniiche Linie der gleichen Tangenten haben. 

Es ist bekannt, dass der geometrische Ort för alle Puncte, 
die die Eigenschaft haben, dass die aus einem dieser Puncte an 
zwei gegebene Kreise gelegten Tangenten einander gleich sind, 
eine gerade Linie Ist, welcher eben dieser Eigenschalt wegen 
Steiner den Namen der Linie der gleichen Tangenten gegeben 
lial. Diese Gerade steht senkrecht auf der Verbindungslinie der 
Mitlelpuncte der beiden Kreise. Schneiden sich die letzteren, so 
gellt jene Gerade durch die beiden iKn i hschnillspnnt te . liegen 
«lie kreise ganz aussei- einander, so liegt sie zwischen beiden, und 
liegt der eine Kreis ganz innerhalb des anderen, so liegt die Li- 
nie der gleichen Tangenten ansserludb beider Kreise und zwar 
auf derselben Seite, auf weicher der Mittelpuncl des inneren 
Kreises von dem des äusseren aus gerechnet liegt. 

Um die Lage der Linie der gleichen Tangenten för zwei ge- 
gebeue Kreise zu finden, hat man hieuach nur uöLhig, einen Puncl 

10* 
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derselben zu beättmmeii. Wir wollen (lenjenigeii Piinct P (Fig. 
10) zu bestimmen suchen, tn welchem die Linie der gleicheii 



Fig. 10. 



Tangenten die Verbindungs- 
linie AB der Mittelpuncto der 
beiden Kreise C und e schnei* 

det. Es s«5i PQ die Linie der 
gleichen Tangonton für die 
Kreise (' imd c. L«*«:l man 
von P aus an die 1( 1/lcren die 
Tangenten l'S und Ps, so ist 
der Puuei P aus der Bedin* 
gungp dass 

PS:= Pb 

sei, zu besliniincn. Es isl 
aber 

PS^ = — Ä2, P$i = c/>2 _ 

und 

Ci> =: CP - 

also hat man zur Itestitnnnnig der Entfernung CP des Punctefi P 
vom Mittelpnncl C die Gleichung 

- « ^ ,JP - - r» 

aus welcher 




CP' - Ä» = - - r- 



und 



in 4- dj« ~ r 



29 



folgt. Fribrt man aber hierin A* initlelsl der Gleichung (5; ^ 
so erhalt man 

(6) 



JP^^ 



llicrans foli^M. dass die Entfernung des Punrtes P vom Punkte A 
nur von Ä- aldiiiiiiiig ist. Wie nian also aneli sfnisl die firnsscn 
r und 8, d. h. die (irosse und Lage des inneren Krei.ses, \arii- 
ren mag, weim nur der Mixlnl k denselben Werth beibehfdt, 
biethl die Linie der gleiehen Tangenten PQ unverändert diesellH'. 

Ks gehflrt also in der That zu einem gegebenen Werthe des 
Moduls A: eine Schaar von inneren Kreisen, welche aUe miC dem 
Susseren Kreise die nSmliche Unie der gleichen Tangenten be- 
sitzen; nnd zugleich folgt ans den ohen mgefAhrten ElgenselMif- 
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len der Linie der gleichen Tangcnteii, tlass \nn «Hosen Kn is-oii 
jeder den lol^(;nüen ganz uuibcliUmt, und keine /.wci dieser Kreise 
einander $^ch neiden. 

Die Formel iß) bietet aneli ein leichtes Mittel, filr einen ge-' 
gebenea Werlb von k die zugehöi-ige Linie der gleichen Tangen- 
ten zu construiren; denn da man diese Gieiebung als Proportion 
80 schreiben kann 

AP : 2Ä = Ä : Rk\ 

so braucht man mir durch den Punct J eine heliehige Gerade 
zu ziehen und nuf derselben JD = B , AE = Rk'^ zu machen, 
dann EB , und DP parallel mit EB, zu zielten; so ist P der 
Durclischnittspuuct der Linie der gleichen Tangenten mit AB. 

Kennt man nun auf diese Weise die zu einem gegebenen 
Modul zugehörige Linie der gleichen Tangenten, so Icann man 
nachstehende, für die Folge nothwendige, Aufgabe lösen: Aus 
der zu einem gegebenen Werthe von k gehüiigen 
Schaar von Kreisen denjenigen Kreis zu riiHl« ii, wel- 
cher eine gegebene Sehne des äusseren Kreises be- 
rührt. 

Es sei FF' die gegebene Sehne. Man eoustruire zuerst die 
zu dem gegebenen Werthe von k gehörige Linie irli'H lien 
Tangenten PQ^ verlängere die gegebene Sehne FF\ bis sie die 
Gerade PQ in B schneidet Aus H lege man eine Tangente HJ 
an den äusseren Kreis und mache auf der gegebenen Sebne BT 
=t HI, Dann ist T der Beruhrungspunct» und wenn man in T 
eine Senkrechte auf FF* errichtet, welclie die Gerade AB in c 
schneide, so ist ü der Mittelpunct des gesuchten Kreises. 

§ an. 

Die so eben erwähnte Aufgabe kann man auch auf eine an- 
dere Weise losen, iudeu\ man dazu statt der Linie der gleichen 
Taugenten einen gewissen I*nnct benutzt, der aul folgende Weise 
entsteht. iHi die Linie der ^deichen Tan^cuten niiuier auf der- 
jenigen Seile des MiUeipun« Is c liegt, auf welcher sich auch der 
andere Mittelpunct c befindet, so kann dieser letztere Punct nicht 
auf die andere Seite lunüber rücken, ohne dass sich die Lage 
der Linie der gleichen Tangenten ändert, sondern er kann höch- 
stens mit C zusammenfallen. £s ist also 0 der kleinste Werth, 
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d« dar Abdilaiid d anBehnica kano. Da man nun die Gleichung 
(5) icbreiben lunn 

— p , 

so zt'v^i >ie, «las«» für d = o, r ^ R wird, dass also dann der 
inoere krei» mit dem äusseren zusaDimeDfalll. Es fragt sieb nun, 
weicties der grösete Werth ist, den 6 annehmen kann. Da ofl'en- 
bar d immer grösser wird, je melir der Radius r abnimmt (weil 
nämlich jeder Kreis den folgenden tmischliesst und der Mittel* 
puoct stets nach der Seite hinriickt, auf welcher die Linie der 
gleicben Tangenten liegt . so wird d seinen grössten Weiih errei- 
chen, wenn r verseJiv^iiidel. wenn der innere kreis also in einen 
Puncl dojrenfrirt. Wir wullcii tlirsen Puiitt den Greii / jhi iirt 
Qi iiüL'U und niil 0 lu zf iehnen. Uie Lage dcssciben können wir 
bestimmen, wenn wir in (5) d = CO und r = o setzen, dann 
erlialten wir 

oder \v(;nu wir da Complemeul des Moduls, k"^ i — A', aus- 
drücken, 

Da nun jedenfalls CO < ist, wjeil der Gremspunct innerhslb 
des Susseren Kreises liegen muss, wenn far Ihn die Linie der 
gleichen Tangenten ihre Lage nicht verlindem soll, so ist 

,f H—CO . , - , . ro l—k' 
k = — : — ^, und daraus folst — = 

Dieser Werth spielt in der Folge eine grosse Rolle; \^ir bezelcb* 
nen ihn mit Atq, setzen also 

^'^^ *o = I+F ' 

und nennen ihn den trausformirlen Modul. Daun wird 

CO = ÄJfco. 

Hiedurch ist die Lage des Grenzpunctes 0 bestimmt, maa 
kann hieraus seine Entfernung vom Mittelpuncte C berecbnea. 
Um Ihn auch für einen gegebenen Werth von k zu (^onstniiren, 
bestimme man einen Winkel $ so, dass 
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k — sin 

>vas inuiitT geschehen kauii, da k ein cciiler Drucü ist; duuu 
wird k' = cos 9 uad 

Han mache nun (Fig. 10] VCB gleich dem gegelieaen Winkel 0 
imd ziehe F^. so ist VAB Fig. 10, 

= ü 9. Errit hlet man dann 
iu € eine Senkrechte auf ^F, 
welche die (lerade AV in M 
schneide, so ist 6';V = i?tg JÖ. 
Erriclilet man ferner in 
M eine SenkreVhlc auf 
welche AB in 0 schneide, so 
isl auch CMO ^ 4 9, also 

co = CMu^ io=:Ätg^ je. 

mithin Ö der gesuchte Greuz- 
punct. 

Da der Grenzpunct 0 die 
Stelle eines der inneren Kreise vertritt, so iiiuniit jede dnr< Ii ihn 
hindurchgehende Gerade die Stelle einer an einen iini<>ren Kreis 
gelegten Tangente ein. Man kann also luil ilüüe *ler Linie der 
gleichen Tangenten den Grenzpunct 0 auch dadurch finden, dass man 
PO = PS =i P9 macht. Ferner kann man auf den Grenzpunct 
auch die GleichuDg (1), nämlich 

FT s= — ^<p 

anwendeu, wenn man darin statt FT und d icsp. FO und CO 
setzt, dann erhält man (Fig. 10) 

FO — -^-jf — ^9» 

und wenn mau diese Gleichungen durch einander dividirt, 

FT _ Ys . FT FO^ 

Da in III die Lage des. (.i enzpuncts 0 nur von dem WerUie viin 
k, nu Iii aher von der Ln^e des Pnnetes F, d. Ii. von dein Werlhe 
von (p, abhängig ist, so zeigt die zweite Glfiihung, dass, vveini 
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nmi (iüii kleiiieu Kreis, abu d varürt, dagegen F fesüiäll, das 
Yerhälluiss 

FT 

yj 

constant ]>l»'il>l. Die erst« Gioiihniig alier zeigt, dass, wenn man 
einen kleinen Kreis resUiäil uud den Puucl F sicii veraudern 
iässt, das Verliälüiiss 

FO 

stets denselben Werth beibehält. Wendet man diesen Satt auf 
den anderen Endpunct F' der Sehne FF* an, so folgt 



FT 

FO 



FO' 



«nd daraus nach einem bekannten Salze, dass die nach dem Be- 
rn In nngspnncte T geriehtelc Gerade OT den YViiikci zwischen den 
Geraden OF und OF' halldrt. 

liicdurch Ist nun ein anderes Millel gegeben, die obige Auf- 
gabe zu lösen, nandicli denjenigen Kreis aus der zu einem gege- 
benen Werihe von k oder $ gehörigen Schaar zu finden, der 



Pig. 10. 




eine gegebene Sehne FF' be- 
rührt. Man construirl (Fig. lO) 
zuerst auf die oben angege- 
bene Weise den zu dem ge- 
gebenen Werihe von k gehö- 
renden Grenzpunct 0, zieht 
OF und OF' und haibirl den 
Winkel FOF'. Die Ilalbirungs- 
Uule OT trifll dann die Seime 
FF' im Berübrttngs|i«ncte T, 
und hat man diesen, so fin- 
det man, wie oben, auch den 
Mittelpunct e. 



8 40. 

Wir kehren jetzt zu der DMl'erentialgleichuag (4) zurück. 



d<p' dtp __ 



0, 
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wclrJi(. fiir die (icii Kmlpuncten und F' einer beliebigen Sehne 
zugehörigen Winkel 9 und tp gilt, wenn diese Sfchne irgeod 
einen Kreis aus der 2u Ar* gehörigen Schaar berührt. Wir su- 
chen Integralgleichungen zu dieser DUTerentlalgleichung, d. h. 
endliche Beziehungen zwischen den Winkeln tp und ip\ Wrnn 
eine solche die u'gend einen inneren Kreis bestimmenden Stücke 
enlliSlt, so wird sie eine constante Fig. II. 

Grösse mehr enthalten , als die Dif- ^">C/* 
ferentialgleichung und daher eine / t 
vollständige lulegralgieichuiig sein. / \ 

Fällen nir aus dem Mlttelpuncle ' 
C (Fig. 11) eine Senkrechte Cf auf ^ 
FF', so erhalten wir sogleich zwei \^ 
inlugralgieicbuogen durch lUc Jteia- 
liuuen 

(8) ,,Ff= ^{FT -I- F'Tj, (T = \{FT — F'T), 
Denn da nach (2) und (3) 

FT =1 AI ^<p. F'T — AI Jtp 
ist, so iiaUvit mv nur noch Ff uml p .mszudrückeii. Es ist aber 
FCF' = 2(q> — 9). also FCf = 9 — 9». 

mithin 

(9) . . Ff=R sin (tp — 9), Cf7=zRes^ (q> - 

Zieht man ferner er, und CH senkrecht auf cT, so ist 

fCA = fp'^rp, also fCc= - fp), HCc = 90" - (9' + (p) 
und daher 

(10) . /T = d sin + 9), eJ7 = d cos + <p). 
Setzt man diese Wertbe in (8j hinein, so erlijilt man 

n sin {<p' — q)) z= ^Ai [dtp + drp') 
ä sin (ip' -f. 9>) =3 (^^ _ ^y'^ 




oiler 

(11) 



Beides sind vollständige Integralgleichungen mit den willkürlichen 
Constanten At und Uni nun dieb« durch eine auszudn"i< km, 

wählen wir dazu, wie es schon früher geschah, denjenigen Werth 
Ton ^p', welcher dem Werthe 9 s=r o entspricht» diesen bezeich- 
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neu wii mit u und können ihn leicht conslruiren. Wir hrau« 
eben nur die ans J an den Innern KreU gelegte Tangente Jt zti 
verlftngern, bis sie den äusseren Kreis zum zweiten Male in J' 
schneidet, dann ist der dem Puncte ^ zugehörige Gentriwiakei 

und aus «Icr in (hu vorigen §§ gelösten Aufgabe erhellt, «lass, 
sobald a «zt L^rbt ii ist, damit auch ein besiimuiter Kreis aus der 
zu k gehörigen S< hnar gegeben ist. 

Setzt man nun in den Gleichungen (Ii) q> =^ o und q> = a, 
so ergtebt sich 

2Ä \+Ja '2S Isz^^ 

At siua ' At aiua 

und daraus 

(«) * = «S^- 

Zieht man auch nocii Ca senkrecht auf At und ausserdem cl r, 
so folgt» weil ACa = Act ss a ist, 

(13) . . r = (Ä + dj cos « = 

Durch die Kinlühnrng von a werden nun (He Gleichungen (11) 
^q)-|-^<p[_ 1 -h '^y — d(p 1 — ^ 

Aus ihnen folgt durch Addition 

8ina »in (9'— 9) 810(9'-}' 9) 

[sin (<p' -|- y ) -f- sin (y*— y)] d<p -\- [sin (y 4" 9 ) — (y' 9)1 ^^9* 

stn'y — 8in*y 

also 

sin* w — sin' y 

sin a . , ^ , • -,-->. 

smy cosyjiy 4-siny cosy iJy 

Diese Gleichung ist von der im § 27 umgeformten Gh'ichung 
(21) fast nicht verschieden. Wiederholt man hier die dort voll- 
zogenen Operationen, so erhält man 

. sin y' cos y ^t]p — sin y c osy Jy' 

und danat unsere bekannte Forniel für den Sinus der Aniplilude 
einer Diflerenz. In der That wh*d durch gliedweise Integratioo 
der Diiferentialglelehung (4) und durch Einführung von a 
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also weno man 



( 'dtp* C dip / ite 



setzt, 
und 



0 « 



^> Ol» Ii', ^ = tfm II, « s=r um a = «m (u' — «). 

Noch eine dritte liitegraigleichiin*: , die zugleirh direct die 
Lagraugc'sciie Forinci liefert, erliäit man folgeiidenuasäen. £ä ist 

r =^ cT =^ Cf ^ cE, 

und wenn man die Gleichungen (9) und (10) anwendet. 

(14) . . r = i{ cos — qp) -f ^ cos {qp' + 9?). 

n? iirki iiiiiii dariu r uuii d mittelst (12) und (13) Uiucli a aus, 
so erhält mau 

2 cos u , , , . I — da / / . 

= CO» (^p - 9) + cos (9> + 9P) 

oder 

2 cos uf = (1 + cos (qt — g») + (1 — ^a) coe (^' 4- y), 
mithin 

fl 5 . . cos flt = cos gj' cos (p -f s>iii 9' 9 -^^ä. 
^velches die Lagrange'sche Formel ist. 



S 41 

Iliedurch ist nun «mii lu cjuemes Mittel gegeben, die Ampli- 



tude der Summe oder iliUercnz 
zweier Argumente ge«Mnetrisch zu 
construiren. Denn zielit man die 
beiden den inneren Kreis beruh- 
renden Sehnen, FS^ und AA' (Fig. 
12), nimmt den Radius des äusse- 
ren Kreises als Ungeneinheit an ^ 
und setzt die Kreisbögen 

AF = lam u, AF' = 2am u\ 
AÄ = 2am a. 



Fig. 12. 
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80 ist 

Ii' — u sss a, Ii' = II a. 

Ist also nun zuerst am u uod am u nebst dem dazu geliörigen 
y.^ ^2 Modul k gogcbeii, so nehme man 

auf der Peripherie eine» Kreises, 

dessen RatUiis die Läiigeiicinlieit ist, 
einen Iteliehigen Puiiet A an und 
niaelie die von J an nach derselben 
Kiclitnrig ge/ahllen Kreisbögen 
AF ^^2am u, AF* s= 2am «\ 

zielie die Sehne FF' und construire 
nach einer der' in den §§ 38 und 
39 gelehrten Melhoilen den zu k 
gehörigen kleinen Kreis, welcher die Sehne FF' berührt. Legt 
man dann von A eine Tangente AA an den nämlichen Kreis, so 
ist der Bogen 

AA' = 2am a = 2am (u — «)» 

Um ferner die Amplitude der Summe zu constniiren, sei ausser 
dem Modul Ar, am u und am a gegeben. Man mache 

AF = 2«wi »/, t' = 2</'" 
ziehe die Sehne AA' und construire lien /n k gehürigeii kteiueu 
Kreis, wi'lchr'r die Seluie AA' henihrt. Legt man daim von F 
an den näntliclien Kreis die Taugente FF', so ist der Bogen 
AF' = 2am u = 2,am {u + a). 

In dem besonderen I .lile, dass das Argument a dem vollstän- 
digen integral A' gleich ist, hat man 

am AT = 2 um AT = sr. 

Der Endpinirt ./ des Bogens, welcher gleicli 2«»* A' ist, fällt da- 
her nach B, die Sehne AA' wird zum Bun hniesser AB, und der 
denselben berührende, zu k gehörige, kleine Kreis sehrumpfl in 
den Grenzpunet 0 zusammen, bst daher wieder AF 2am 
so ziehe man durch F und 0 die Gerade FOG, und erhält dann 

AG = 2am {u + A'j. 

Hieraus folgt zugleich: Sind zwei Bögen AF und AG so bescbaf* 
fen, dass die Argumente der diese Bögen darstellenden Ahiplituden 
um die Grösse IC von einander verschie^len sind, so geht die die 
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£DdpuQcte F und G dieser Bögen verbüidcnde Sehne durch den 
Grenxpunct 0. 

Es hat nun keine Schmerigkelt, 
diese GonstmcÜon auf mehrere Sum- 
manden auszudohncu. Es seien die 
Bügen (Fig. 13) 
AF zs=i 2a»t ti, AÄ = %am a, 
A^ z= 2m b. Ad = 2am c, 

so findet man zuerst wie vorhin 

aP' = 2am \u -|- fl). 

Zieht innn luiii die Sehne AB' und 
construirt den zu k gehörigen, diese 
Sehne berührenden, Kreis und legt von F* an diesen Kreis die 
Tangente F^F'', so ist 

Man ziehe ferner die Sehne aC und zeichne den dieselbe berüh- 
renden, zu k gehörigen, Kreis, lege an letzteren aus F" die Tan- 
gente F^F^, so ist 

jiF"' = 2(tm [ti a ü -\- c); 

und in derselben Weise kann man fnrtfahren. Zu bemerken ist 
aber, dass alle diese Kreisbögen nach derselben lUchtung und 
auch über 360* hinaus gezählt werden müssen. Man bemerke 

ferner, dass die sämmtlichen inneren Kreise nur von a, b, c, vU\, 
nicht aber von u, also aucli nicht von der Lage des Punctes F 
abliängi-n. 

Sind die Argumente «, b, c, etc. 
alle einander gleicli und gleicli a, so 
fallen die Puncte B\ C, etc. alle mit 
dem Punct A' zusammen (Fig. 14), 
also fallen auch alle kleinen Kreise 
mit dem die Sehne A^ berührenden 
/aisaimiini. Lt!^( iiiaii also an «liescu 
Kreis iiacli und nacli die Taiigenti'n 
FF\ F F ", F" F \ F"'F'^\ etc , so 
sind die Bögen 

AFz=z2 atu u, AF' t= 2 am [u + a% AF" = 2 am [u + 2(i) 
AF^'t:^ 2 am {u + 3«), aF'^' = 2 am [u + 4«), etc. 
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Ist endlich auch a = u, so fällt der leinet Ä nach F, der 



Fig. 15. 




innere Kreis muss daher dann die 
Sehne berühren, und zielit man 
die Tangenten nie vorhin, so ist 
nnn (Fig. 15) 

= 2 am M. ÄF' = 2 am 2 «t 
AF" == 2 am 3 ti 
ÄF"' = 2 am 4 II, am 5«. 

etc., wDtiiinli eine geometrische 
Coiistniction für die Vervielfachung 
der eiiiptischen Functionen gegeben ist 

S42. 

Vi\t können nun auch aus dem Vorigen die zur Vervielfa- 
chung dienenden Formeln ahleitcn. Dazu gehen wir von der 
Gleichung (14) des § 40 aus, uamlich von der Gleichung 

r = ü cos {fp — 9P) + d cos + fp)t 

worin (Fig. 14) 

2^ = AF =^2amu, 

2(p' — AF'=z2am (m + a) 

ist. Setjct man nun noch l (16) 

2fp" — AF" == 2 OM (ti + 2 a). 

2q^'"^AF"':=2am (t# + 3a) 

u. s. w., 80 hat man, da r und Ö zu 
dem unverändert bieibeuden inneren 
Kreise gehören, 

r = Ä cos (9' — <p) -I- ^ cos (9 + 9) 
r = Ä cos {<p' — (f) 4- ^ ^'os {(p" + (p) 
r = Ä cos (ip'" - 9") + ^ cos (<f/" -h y") 

u. s. «. 

Diese Formeln kann man auch in folgender Gestalt schreiben: 

r s= (Ä + dj cos <p' cos <p H- [R — S) sin (p' sin <p 

r — {R d) cos <p" cos fp' -j- (R -- ^) sin qp" sin 

r = (R + d) cos^)'" cosy" + (Ä -tf) sin^) ' sin 9)" 

U. 8. W. 
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Zieht man nun jede von der folgenden ab, so erhält man zuerst 
ans dem ei-sten Paar 

oder 

„ . "2 sin sin 2^ 

— 0 , / cosg> — cos (p "2 2 

A+* 'S - a»"-.ta9 - 2 cos *:±5 sin 3j::i:? 

Aus (12) folgt aber 
also Ist 

und mau erhfilt daher 

und ebenso, indem man die Accente um einen vermehrt 

tg SLJli = Ig 9" ^„ 
u. s. w. 

Führt man nun für g>,q>\ etc. die Werthe (J6) ein und erinnert 
silcli, da» «e s=s ama war, so erhalt man 

*ö 2 — ^ =^ *8 am (w -|- «J ^ am a 

^ — — = tg am (tr + 2«) ^ am a, 

u. s. w. 

Setzt man nun hierin noch a s so folgt 

. am^-^- man 

*S 2 * ^ ^ 2w ^ am u 

2~~ = ^ am u 

U. 8. \T. 

Diese Formeln diciini zur succcs^^ivcn HcnM huuiig von am 

am Aa, clv. ms tjj am u (Hid z/ u. Ks felilt uns nur noch 
eine i ormel für lg atn 2«, die wir aber aus dem Früheren leicht 
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hentollen können. Aus den Formeln 1) und 2) de« § 29 foigi 
nämlich sogleich 

2siumNtt cos« «« Jamu 

tg «m iM — coB*4mif — 8iD<a»» ^«nt» 

2tg gw« Jamu 

1 — tf^amu ^wnu 



Fig. 13. 



Kehren wir noch einmal zur Fig. 13 turfidc. Im $ 41 ist 
gezeigt worden, dass, wenn man die Bögen 

AF = 2«« «, = 2öm tf, ^ä' = 2am b, A(f = 2a»i c 

macht and die Sehnen FF^, F'F", F**^' in der angegebenen 

Weise constriiii t, die Bögen 

AF' z=i % am [u '\- a\ AF" =r 2ai» (w + « + 6) 
AP^' == 2am (ii + a 4- ^ + <?) 
sind. Jeu«' Seimen bilden einen Theil eines in den Susseren 
Kreis eiiigebclinebenen Vielecks. Sriiliessl man nnn das Vieleck, 

wi'irlies in unserer Figur ein Viereck 
ist, durch Ziehen der Sehne F^** F'^, 
wo wir also den Pimct F^^ mit F 
zusammenfallend annehmen, so wird 
es auch einen zum Modul gehörigen 
Kreis geben, der diese Sehne berührt, 
weil man zu jeder beüebigeD Sehne 
einen solelien Kreis nach § 38 oder 
39 finden kann. Um aber diesen 
Kreis unabhängig von der Sehne 
p"'pv finden zu können, legen wir 
an ihn von A aus die Tangente AD' und setzen 

Bogen Ati = 2 am <ft 
dann ist der ilher 3bO hinaus gezählte Bogen 

AF^^' = 2 öl» (II + a + fr + c + d). 
Da nun aber der Punet jp'^ mit F znsammenföllt, so ist 

also 

lum (M + a4-fc + c-|-</) = 2jr-h 2a« u, 

oder 
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«nj (« + " + -h c -f </ j Ä af + «M M = am (m -f 2J^) (§ 7). 
folgUcli 

a + d + c -f d = 2A'. 

Bestimmt man also AD' =s 2am d so, dass 

= 2Ar - (a -I- A -J- c). 

80 wird der die Sehne AB' berOhrende Kreis so liegen, dass die 
aus F'" au ilia gt'zogeue Tan^eute iluicli deu Punct F hiu- 
durchgclit. 

Es ist ersirhtÜcli, dass die hier für ein VienM k ausgeführte 
Betrachluug sich ohne Weiteres auf ein Vieleck von beliebig vie- 
len, n, Seiten ausdehnen idsst. Bexeichnen wir die £cken dea- 
seihen mit 

F, F\ F" 

wo der letzte Punct inil dem ( rsli ii F /usainiuenfailend ge- 
dacht werde, so katui auch der Fall eintreten« dass dieses Zu- 
sammenfallen nicht nach einmaligem Undaufe um die Peripherie 
eintritt, sondern erst etwa nach m Umläufen. Dann ändert sich 
im Vorigen nnr das, dass an die Stelle der Gleichung a-|-6+c-|-d=:=^jr 
die folgende 

tritt. Wichtig aber ist, daran zu erinnern, dass die Argumente 
a, b, c, etc. und auch das letzte derselben , durch welches derje- 
nige Kreis bestinnnt wird, der die das Vieleck schliessende «t* 
Seite desselben berührt, von n und also auch von der Lage des 
erste» EcknuiK les F ganz niiaidiangijj' ist. IHeser letzte Kreis 
bleibt also ndt den übrigen kreisen unverandi'iH (hMselbe, wenn 
der Punct F und mit ihm die Puncte F', F'\ etc. ihre Lage auf 
der Peripherie des äusseren Kreises änderQ. 

Nach diesem allen erhalt man nun folgenden Satz: 
Bat man eine Schaar ineinanderllegender Kreise, 
welche alle eine gemeinschaftliche Linie der glei« 
eben Taugen teu besitzen, und bewegen sich die Ecken 
eines n-Kcks auf der Per ipherie des aussersten Krei- 
ses, während die («—1; ersten Seiten desselben sich 
jede auf einem Kreise aus der genannten Schaar 
wälzen, so wälzt sich auch die nte Seite auf einem 
Kreise ans dieser Sehaar. 

I>iirvg>e, i>lli|ii. Functionen. W 
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Besonders wichtig ist nun der Fall, wenn die Argumente 

a, b, c, etc. alle einander gleich sind, dann fallen die Sehnen 

JJ', AB', ACf, AB', etc. alle in eine zusammen, also auch die 
diese Sehnen heruhronden Kreise, und das Vieleck iM dann dem 
äusseren Kreise «»ingeschrieben und zugleich dem iniicreu Kreise 
umgeschrieben (Fig. 16). SeUt man in diesem Falle 

und nennt die Aniahl der vorhan- 
denen Argumente n, sodas« dies 

auch die Anzahl der Seiten ist, so 
geht die Gleichung 

a+6-fc + s=2A" 

Aber in 

aus welcher 

71 

folgt. Der Bogen AÄ^ dessen Sehne 
den üineren Kreis berührt, ist also 

Bog. AA am — • 

Hiedurch ist nun ganz allgemein die Aufgabe gelöst, zu einem 
gegebenen Kreise einen zweiten Kreis zu finden toh 
der Beschaffenheit, dass man um ihn ein Vieleck von 
einer gegebenen Anzahl von Selten beschreiben kann, 
dessen Ecken zugleich in der Peripherie des ersten 
Kreises liegen. 

Ist nämlich n die Anzahl der Seiten des Vielecks, so nehme 
nian einen beliebigen Werth für k an und berechne den Werth 

Ton am *) Man mache dann den von einem IteliebigeR Puncte 

A der Peripherie des äusseren Kreises, dessen Radius als Län- 
geneinheit angenommen werde, gezählten Bogen AA' =2am— , 

siehe die Sehne Ajt und conslruire den diesdbe berflhrendeo, 

zu A gehörigen, Kreis, so hat der letztere die verlangte Eigene 
Schaft. 



*) lieber die Berechnung von K hus kf sowie der Amplitode sa 
einem gegebenen Argument siebe unten § 47. 



Digitized by Google 



Abaehn. XI. Jaoobi's geomelriaclie Coiutrucüon des ele. $ 43. 183 

Da der Werth des Moduls Ar beliebig angenommen werden 
kann, so ist die Aufgabe dne unbestimmte, und es giebl unend- 
Üdi vieie Anfllteungen derselliea. FOr den besonderen Fall, das» ' 

man k =: o setzt, wird am — = — , und da dann AT 7 ist, 

II « 2 

Bog. AA = 2 ^ = Die Linie der gleichen Tangenten ruckt 

dann ins ÜMndÜcbe, der innere Kreis wird mit dem Suflseren 
eoncemtriscb, mid daiier das n-Ecfc ein regelmässiges. 

Der Werth des fiogens JJ^, von welchem die Lösung der 

Aufgabe abhängt, Ist ?on dem Werthe von v, d. h. von der Lage 

des Piinctes F, ganz unabhaii^^ig. Hat man daher zwei Kreise 
gefunden, welche der Aufgabf ^( inj^rn, so kann man vuii einem 
beliebigen Puncte der Peripherie des äusseren Kreises das n-£ck 
zu zeiehnen beginnen, es >vir (l sieh stets sehliessen. 

Unter den Vielecken, welche einem Kreise um- und einem 
anderen Kreise eingeschrieben sind, besitzen diejenigen, deren 
Settenanzahl eine gerade Zahl ist, noch eine merkwürdige Eigen- 
schaft. Setzt man nämlich 

II = 2si, 

so wird 

_ 2K __ K 

Bezeichnet man nun die Ecken des 2m-Ecks mit 

F, F\ F'\ Ft'-> , 

so sind die £ckeu[>aare 

FPt*), etc. 
gegenüberstehende Ecken. Ferner sind die Bftgen 

AF=2 am u, AF' = 2 am {u a), AF " = 2 am {u 2 a) 
AF^") =: 2 am (tf + ma), ^i? (M-O s=2mn {u + (m-^X) a), etc. 

Also sind die Bögen, deren Endpuncte die beiden gegenfiberste. 

tienden Ecken F und F^'^^ sind, wenn man den Werth von « 
einsetzt, 

AF = 2a«» M, AF^*^) = 2«m (u + J^). 

Die Argumente der Amplituden liaben also AT zum Unterschiede, 
fblglieb geht nach S .41 die Sehne oder Diagonale J*F<"*> durch 
den Grenz|Miact 0, Für das folgende Paar gegenüberstehender 
Ecken f' und FC"'*'*) ist 

11* 
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Der Unterschied der Argumente ist also mieder gleich IC, folg- 
lich gebt andi die IHagonale durch den Grenspiinet. 

Dasselbe (iiulcl l>ei allem folfjenden Paaren gegennbersteheiider 
Ecken statt. iVi iniii der (ii ciizpunet nur von k abhängig, von 
ti aber uüal>ljan^^i^' isl, so liat man folgenden Satz: 

Bei einem Vitileck von einer gcr.adeu Auzaiii von 
Seiten, welches einem Kreise eingeschrieben und 
einem andern Kreise umschrieben Ist, schneiden 
sich die Diagonalen, welche je zwei gegenüherste* 
hende Ecken verbinden, in ein und demselben Puncte, 
und dieser bleibt unverändert, wenn das Vieleck sich 
dreht, d. Ii \^ enii seine Ecken auf der Periplierie des 
äusseren Kreises t u r 1 » i 1 1* ii , während seine Seiten 
sich auf dem inneren Kreise wälzen. 



Es bieibl nun norli übrig, für einige speeielle Auuaiuiien von 
n, der Anzahl der Seiten des Vielecks, die iielationen zwischen 
den Itadien r der beiden Kreise und der Distanz d ihrer Mit- 
telpuncte zu finden, welche stattfinden müssen, damit man das 
ii-Eck dem einen Kreise um- und dem andern Kreise elnschrei- 
ben kdnne. Dazu luhren die Formeln (12) und (13) des § 40, 
aus welchen 

folgt, und in welchen a; = am n war. Da nun 

%K 



zu setzen ist, so hat man 



a = 

n 



2A' H S . 2K 

COS am — , T7-i— ü ^ ^ am — 



Diese beiden (ileielnmgen sind so lange von einander nnabbin- 
glg, als man füi* den Modul k nicht den besthnmten, früher ge- 
gebenen Ausdruck durch Jt, r und d annimmt. Elimlnirt man 
also Ar aus ihnen, so wurd man die gesuchten Relationen erhal- 
ten. Es wird also darauf ankommen, für jede speetdie Annahme 
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von it eine Beziehung' zvMst hcu cos am ^ - uiul z/ am ^ zu 
, finden. 

* 

Es sei zuerst « z= 3. das Vieieck also ein Dreiecli, 

Wir bciiiiLzeii mm die Lagrangc s( Im ülou lmiig 15; § 40 

(i8j . . cos a = cos ^p' cos 97 + sin <p sin 9) ^a, 

in welcliör « =s am a, 97 = am ti, 9)' = am (« + a) ist, und 
sebsen 

a = am -j, 97 = am , also 9)' =5 am ^ • 
Dann ist 

cos am 1^ = cos «i« JA' cos am | A'-J- sin a/« J A sin am f A ^ami^. 
Piun ist aber 

I A^ = iK-^K 

und allgemein 

siti am [2K — u) = sin am m, cos am ('2h' — w! = — cos am m, 

^ am [2K — u} = ^ am m, 

also 

cos am } AT = — cos* am % sin« am%K ^am%K 

:= — cos* am I + (1 — cos« am f A ) ^ am } jST, 

oder 

o = (1 + cos am | A'J (— cos am |A'+ (1 — cos am } A'} J am^K), 

also, da cos am f iT von — l verschieden, und daher 1 + cos am ; AT 
nicht gleich o.ist. 

Setzt man uim die Wcrthe aus (17) ein, nach denen auch 

C08« r 
da ^ 

ist, so erhält man die Uclation für das Dreieck 

^ H-d ~^ ^* 
welche von Euler zuerst aurgeslclit worden ist. 
Es sei zweitens n = 4, 
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a = :^ 4 A. 

Dana isi 

r , , , r cos mnlK 

Ä+ä = i^' Ä-a = ^«.i^ ' 
Erinnert man sich aber der Formel 

-r = Sin am [K — tij, 

SO folgt 

^—-^ = cos am 4 AT, ^ sin am (K — ^K) = siaani ^A', 

mithin orhäll man, \^'e]iii man diese Glcicliungcn quadrirt und 
addirt, die Relation lür das Viere c Ii 



(»V.)'+(irii)'-'- 



Zuletzt wollen wir noch die Helation lur das Fiinteck su- 
chen, also 

annehmen. Hier benutzen mu* zuerst wieder die Gleichung (18), 
indem wir 

a ssx am^ K, 9 s=: am g A, = am ( if 

setzen, und crlialten 

( cos am f JT s= cos am | if cos am } AT 
I + slo am { IT sin am { AT ^ am f JT. 

S(;tzt man aber in der Lagrange'sehen Gleichung für die Summe 
(S 26. S. 109) 

G€fi 0 = COS 9p COS ^ — sin 9 sId ^ ^6, 

in welcher 

(p z= am Uy ^ = am 6 = am (u -|- v) 

ist, 

u=: V = ik\ M 4- t; = I A. 

so erhält man 

clDS am « ir = cos^ am f K — sin* am^ K d am\ 

^un ist aber 

f AT = 2Ar - J Ä, 

also ist auch 
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— eos «Hfl f AT =: cos' am f — sin' am * IC am ^ JC 

= 1 — sin- am J A' (1 + am J A ) 

= COS' am J (1 + ^ «i» J A') — ö»i J if, 

und daraus ergtebt sich 

sm am i A =: 1^ ^ — tf"» 

™ * KT i/ Ja»tlK - cos 

COS am 2 Jl s= V , , , — o ^ ■ — • 

Substittiirt man dies in (19), so kommt 

COS am i A ^ cos am iA y i^T^ü^^^fg- 

+ sin am J A ^ am i AT F ^ 

Setzt man darin der Kürze wegen am | if =^ ir und drückt den 
Sinus durch den Cosinus aus, so erhält man zunftclist die ge- 
suebte Rebitton zwischen cos a und 

^/ Ja Cosa , ^ i- . \ i/l — cosct 

COS« = cos« y 1^^^ -i- il 4- cos a) f -yqp^ * 

SulisUtuirt inaii daria jetzt die Wertlic (17), so wiid 

Jte — cos a Ä — ^ — ?\ 1 — cos « ü-\-d — r 

14- Ja * 2Ä * 

also 

li-\-ö ^ R+9 V Iii r 2Ä 
oder 

r (Ä + d) }/Yn = r (Ä + d) — d — r 

+ (Ä - d) (Ä H- d + r) + d - r*). 

*) Vgl. Riehe! ot. lieber die Anwendung einiger Foripeln aus 
der Theorie der elliptischen Functionen auf ein bekanntes Problem der 
Geometrie. Crelle*B Jonm. Bd. 38. 
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Zwölfter Abschnitt 

Die Laudensche Trausformaüon. 



Fig. 17. 



S 45. 

Wir kn&pfen noch an die im Vorigeo aiigesteUte geometrl- 
sche RetrachtuDg an und fassen den Grenzpunct 0 n&tier in's 
Auge, Indem wir aucti den Winitel einführen, wichen eine Fom 
Grenzpuncte ,0 nach einem beliebigen , Puncto F der Peripherie 

des äusseren Kreises gerichtete Gcrjide mit dem durcli den Greaz- 
pmict geliendeu Ourcli^iesscr lüldet (Fig. 17 1. 

I> s«'i wie Irülier ACF — 2(p, 
nlso .IPF — qp. Wir bezcithiien 
ouu mit (jpQ den eben erwähnten, 
neu einzuführenden Winkel, setzen 
also 

AOF =s q>^ 

Ist k der Modul, von welchem die 
Lage des Grenzpnnctes 0 abhängt, 
niid B der iladius «Ils Kreises, so 
haben wir § 39 geiunden 

1-*' 




A r' — .ji r 



CO === R 



und wenn mau 

(1) . . . . 

setzt» 



i-k' 



CO = Rk^. 



Man kann nun sogleich eine llezieinmg zwischen den Winkeln q) 
und ipQ ünden, iiainlich im Dreieck GGF hat man 



das belsst 
also ist 
(2) . . 



CF : CO Ä sin COF : sin CFO, 
R : Rk^ = sin 9),, : sin (2^ — ^o)« 

. . sin (29) — g?o) = *o »in ^j«. 
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Feroer können wir auch eine IHfferentialgleichiing zwischen 
9 und 9« herstellen. Da nämlich der Grenzpunct die Stelle eines 
der Icieinen Kreise im $ 37 vertritt, so vertritt FO die Steile 
einer Tangente FT an den kleinen Kreis. Bezeichnet man mm 

mit >' den Puncl, In welchem die Gerade FO den äusseren Kreis 
zum zweiten Male schneidet, und setzt man den in derselben 
RicliLuiig von CA aus gezilhlten Ceiitriwinkel ACF* = so 
vertritt aucii F'O die Stelle der Tangente F'T, Wir haben aber 
S^37 die DUrerentialgieicliuug 

rf9 _^ FT 
3^ ^ Wt 

gefunden. Setzt mau also FO = p und F'O = |h ist 



Nim ist aber BCF' = 2^' — ff, folglich, Ä^^i'' = BFF' o 

gesetzt» 



o — 9 - öl 



also auch 



dfü = dtp und =s ^, 
^ dtp p' 



und da 9q = 0) -|- 9, also rfqp,) == rfo 4- ti^; ist. 



€»9 ~* 

Nun ist nach $ 37, weil FO die Stelle der Tangente FT, und 
^0 die Stelle der Tangente At vertritt!, 

FO s=s p s=2 AO ,^(<p, k), 

oder 

(4) /> = Ä (1 + Äo) ^ (9, k). 

Zieht man ferner CL senkrecht auf FO, so ist 

OZ = 4 (p — p'J = Ä/cj cos 

al^ 

P ~ P = 2Jtky cos 9)q. 

Alsdann hat man 

AO.BO z=s FO. F'O 

oder 

Jl (1 +Aro) Ä (1 - *J = (1 - ^o")' 
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Mithin erWt man auch 



(5) . . P H-y = |^4Ä' V 9o + (1 - V) 

= 2Ä f^l - V 9o 

Setzt man daher die Werthe von p und p '\- p' aus (4) und (5) 
in (3} hinein, so ergiebt sieh 

Dies ist die gesuchte Diflerentialgleichupg zwischen <p und 9)0- 
Von dieser ist allerdings die Gleichung (2) eine Integralglei- 
chung» aber keine vollsUlndige» weil sie keine Constante mehr 
enthält, ab die DifTereotlalgleichung. Wir werden diese Gleichun- 
gen auch nicht unter diesem Geslchtspuncte betrachten, wir in- 
tegriren vielmehr beide Seiten der Gleichung (6) und erhalten, 
ila ()ie Git idiung (2) ebenso wie auch Fig. 17 zeigt, dass 9 und 
9o gieiclizeitig ISull werden, 



9 "^0 



0 0 

llienach hat das elliptische Integral der ersten Gattung die 
bemerkenswerthe und folijciischvver«' Eigenschaft, dass es sich 
diu'rh v'uw, passende Substitution in ein anderes verwandein iässl, 
welches genau dieselbe Form hal, in welchem al)er der Modul 
einen anderen Werth besitzt; ndmlich bestimmt man und 9« 
aus den Gleichungen 

(7) , Är^ = J_j^j^, und sin (2^ — ^o) = h »i" 9o. 
so ist 

f J^' 

(Q\ I — ^ + / <^yo 



Man nennt diesen Satz die Landen'sche Transforma- 
lion nach dem Engländer John Landen, welclier seine Arbei- 
ten hierüber in den Phiiusophical Transactions von den Jahren 



Digitized by Google 



Alnchn. XII. Die Luidea'iche TnuitronnaUon. g 4«.' * 171 



1771 und 1775 (auch in den MaihennHkal Mmmr* 1780. p»g. 23.) 
niedergelegt hat.*) 

* 

§ 46. 

Die Gleicbuog (7) ist sehr zweckmässig zur Berechnung des 
Winkels 9 aus dem Winkel q>Q, nicht aber umgekehrt; wir su- 
chen daher zunächst noch andere Relaluinen zwischen 9 und 9, 
auf. Setzt man 

2y — 9« = y — - 9)' 9o = 9 + (9Pii — 9). 
so erhält man aus (7) 

sin 9> cos (9>0 — ^) cos 9 sin {ip^ — f)s=k^ sin 9 cos — ip) 

4- cos 9P sin {(p^ — qj) 

oder 

ig^) - ig (9« - 9>) — *o ^g^ + ^0 *9 - .9)» 



also 



oder da 



(9>o - ^P) = r+t ^' 



ist, 

(9) tg \<p^ - 9>) =s Ar' tg 9. 

Diese Gleichung macht die Berechnung von tp^ aus tp sehr 
leicht. Um auch 9), durch ip allein ausgedrückt zu erhalten, Idee 
man die Tangente der Differenz in der vorigen Gleichung auf, 
so erhält man: 

l + tg9otg9 

und daraus 



*) Vgl. über die geometriselie Ableitung der Lsnden'scheii Tk'aiie- 
formation: 

Jacobi. Extrait d*iiiie lettre ä H. Hermlte. Crelle*» Joum. Bd. 32. 
Kfipper. D^moaitration g^om^triqae etc. Crelle> Joam. Bd.5{^. 
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Eine weitere GlekhuDg Ueferl die Betrachtung des Dreiecks 
FOB. In diesem ist (Fig. 17) 

Fig, 17. OB: FO = sin (9„ — fp) : sin 9 

— ' oder mit Hücksicht aiif (4) 

Ä(l -*«):ä(1 +*«)z/(y.Ar) 
= sin (9o ~ 9) : sin 9» 




sin (tp^ - 9) 

( l — sin qp /r' «in qp 

folgt. Hieraus erhält man sodann 

. » k' sin a> 

sm cos 9 - cos 9> = ^i^^Jy 

uiid wenn man darin den aus (10) foigeudeü Werth 

9^u (!+*') t»V 

suhstituirt» 



f 1 — Ar* tif* flp) sin op„ cos qp Ar'sinqp 

sm 9o cos 9 ^JjTk-- = 



oder 



also 

i^^y £ (l-i-Af') sinqp co«0) 

(11) .... sto V, = -5- 

Der transformirte Modul ist bedeutend kleiner» als der 
ursprQnglifhe k. Um dies zu sehen, bringe man ihn auf folgende 

Form 

Diese zeigt nämlich, dass nicht uur lileiner als Ar, sod« 
dern auch kleiner ab ist. Dieselbe Form dient auch dazu, 
um k durch auszudrücken. Da nämlich 

2 

(13) , . . . . 1 + = j^^. 
wird, so erhält man 

2 VT 
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Dem in (8) vorkommenden Ausdruck 1 + A-^ kann mtn nocb 
andere Formen geben. Aitsser der Relation (13) erhftlt map so- 
fort noch aas (14) 



1+ = 



0 



Frihrt niau ferner noch das Cunipicment des Uauälormirten 

Moduls ein, indem man = }/l — Ar/ setet, so kann man 
schreiben 

V = KU U V ^^=-(14- ^o) /l^" = (1 + K*'. 
mithin 

da eorllick 

1 + *o == f^r;^ 

ist, so erhftlt man auch 

Stellen wir nun die in diesem Paragraplien gewonnenen Re- 
sultate zusammen, so ist 

l+*o - 1^^. S---^ 

sin (2^) — (Pq) = sin 
tg (gpp ~ 9>) = tg 9) 

- ^0 = ''^%j:r^ ' 

% 47. 

Wir haben gesehen, dass die Wiakei <p und 9, mit einan- 
der verschwinden; es soll nmi gezeigt werden, dass sie auch slots 
mit einander wachsen. Dazu differenliiren wir die Gleichung (]0) 

|-Jfc'tg»9 
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uad erbaiiea 

dtp — \^ "T^} (i_4f'tg«9»>»* co««9* 

miüiki für dsts DifferenUalferbaUiib» ~ eioeu Ausdruck ^ der im» 

mer poMv ist. Es wachsen also und 9 gleichieitig. Nun 
wird jedesmal, ,wenn tg 9} s= o ist, auch igg>Q o. Schreibt 
man ferner die obige Gleichung in der Form 

9o = 1 • 

i?i;-*'tg^ 

so xefgt sie, dass auch jedesmal wenn fgq) =^ 00 Ui^ tgq>Q ^ 0 
wird. LSsst man aber tp einen Quadranten , tgtp also alle Werthe 

von 0 bis OQ uder von — oc 0 dnrrhlanfen, so wechseil wegen 
(lOj tg^ft einmal sein Zeichen, uanihch dann, wenn igq) entweder 

den Werth + j/^, oder den Werth — j/^, äberschreitet, folg- 
lich durchläuft gleichzeitig 90 zwei Quadranten, und den Wertheo 

0, «, ■!«» 2«, etc. von 9 

enl8|irechcn die Werthe 

0, fc, TMt 39V. 4ar, elc. Ton fp^ 

Hieraus folgt also, dass doppelt so rasch wächst als« (p, 
in der Art, dass jedesmal, wenn 9» einem Vieliachen tou | 
gleich geworden ist, tp^^ demselben Vielfachen von 7t gleich ist. 

Setzen wir nun in der Gleichung (8) 



dtp 



<t 0 



9 = -l« SO wird 9>^| s= 3r. Bezeichnen nir daher das dem Mo- 
dul k^^ zugehörige vollständige Integral mit ü'q, setzen also 

f ^^JL^^ ^ und daher f^r^. ^ 2^., 

SO erhalten wir die wichtige Relation 
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(15) = (1 4- *J JTo. 

Die vorige Transformation kann man nun so oft» alB man 
«.ill, wiederholen. Bildet man n&mlich mne Reibe von Moduln 

*o»*oo»*(«) ^(«)» wnd eine Reihe von Winkeln 9>0' 9Püo» 

9>(s) 9(n) nach den Gleichungen 



*w === TT^. {900 - 9><i) = *'o 



(16) 



so lial niati auch successive 



^(V<«).*(')) 



(17) 



Je zwei auf einander folgende Moduln k^^^ und stehen 
dann in derselben Beziehung, wie k und k^, und ebenso auch 
je zwei auf einander folgende Winkel (p^^_,^ und ^j^.j in dersel- 
ben Beziehung wie 9 und (p^. Es wächst daher auch q)^^} dop- 
pelt so rasch als 9{,„„, und setzt mau = so wiixl 
9t») = Bezeichnet man nun die den Moduln k^, k^ 
^(«) • • • • entsprechenden vollstdndigen Integrale resp. mit 

^M* ^(1) ^(.)> so erhfilt man auch suceeasife die Rela- 
tionen 

AT = (1 -h /f„) JTo 
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und wenn man alle diese Gleichungen multipUcirt, 
(18) Jr (1 + Ao) (1 + Atoo) (1 + Ar,« .....) (1 + 
Nun war nach (12) 

Ar« = 



»0 — (ThPF)*' 
also ist auch 

Die Moduln k, A-q, Ä'qq, u. s. w. bilden also eine abnehmeude 
Reihe. Je kleiner aber A:(„_,) ist, desto mehr nähert sich sein 
Complenient ^'(»-i) der Grenze 1, \\u(] lolt:li(h 1 -j- A'(„_,^ der 
Grenze 2. Je grösser also «ist, oder je xseiler man in der Reihe 
der Moduln fortschreitet, desto mehr nähert sich k^^^ dem Werbe 
(4 ^(m~i))^' Hteraoa geht hervor, dass k^^y mit wachsendem n rasch 
zur Grenze o convergirt, und dass 

lim Ar.^) =s 0, lim k\^y = 1 (für n = oo) 

und daher 

lim Ä^„) = ^ 

ist 

Geht man also in der Gleichung (18) zur Grenze Ober» so 
erhSlt man Jt ausgedrücltt durch das rasch convergirende unend- 
Kche Product 

(19) . , . = I (1 + U + U + %)) 

Diese (ileit hung eignet sieb nnn ganz vortreiTlicb zur Be- 
recbniing von A ans einem gegebenen Morbil A. Denn setzt man 
k = sin ^, so wuti, wie wir schon § 39 sahen, k^^ = /^f'JÖ, 

folglich 1 + kf^ =^ ^g]^ ^. Setzt man nun successive 

= lg« 4 « r= sin *oo = — ^00» *• ^-^ 

so «ird 

und daher 



C08* i $ COfl< i ^« COS* i $w 
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Igt 2. B. Ä = j/l, also $ = 45**, so steht die Rechnung so: 



$ = 45»0'0",00 
^ Ö = 22 30 0, (M) 



«l„A0»25'4(r,74 

i$oo = 0 12 50 37 
tgi^AK.. ",5722761.7 
cos 4 $oo.-9, 9009970,0 



i 7,8733009.0 *f'iM 5,144&528.4 



$0=3 9» 52' 45", 41 

I =n 4 5(5 22, 70 
tfr^^,,.. 8,<);36()504. 5 
cos ^$„..9,9983840.1 

^fi^i.. 9,2344486.0 
sin ^0 » 

0(3) r= 0» 0' 3", c OS ^ $13) . . 0,0(300000. 

Es wird also schon cos ^ ö^,", bei 7 DecimalsteUen der £io- 
heit gleich. Ferner ergiebt sich: 

cos^i^.... 9,9312306.0 
cos« i •9,9967680.2 
cos« i ^00 . . 9,99999 40.0 

^ 9,9279926.2 



2 



0.1961198.7 



0.2681272.5 

IT = 1.8540747. 
Man sieht aus diesem Beispiele, dass man meistens nur we- 
nige Factoren des unendlichen IVoducts (19) zu herechnen hraiK ht, 
indem iiian nur drei derselben bedarf, wenn A' den Mittciwcrth 
hat. 

In derselben Weise kann man nun auch ein beliebiges ellip- 
tisehes Int^rai berechnen. Mit Anwendung der Legendre'schen 
Bezeichnung hat man nämlich ans (17) 

und, erhält daher durch Multiplicaüon aller dieser Gleichungen 

F (y, *J = ''+*^ ^'+*-" F (,,.,. 

Geht man aber nun zur Grenze für fi =: oo über, so ist, 
weil lim Ar^.) = o ist. 

Um F SS lim 

Dar^f «llipl. FanclioneR. |2 



Digitized by Google 



178 Alisolui, XIL Difi Laudeu scite TransforniaUun. % 47. 
Setzt mao ausserdem für das unendliche Producl. 

(1 + *») (1 + *j 

2Ä' 

seinen aus (19) folgenden Werth — , so erh&it man 

r [V. k) = ^. \m ^. 

Zur succfissiven Berechnung der Winkel g>o» To« ••• 9(n) t*^«- 
nen die Gleichungen (10). Dieselben zeigen zugleich, dass, wenn 
man diese Berechnung so weit fortgesetzt hat, dass innerhalb der 
angenonunenen Näherungsgrenze k\^iy von 1 nicht mehr tct- 
schieden ist, tp^„^ — = ^(n-i)» ^ 9>t«) — ^ ^'(•-i) 
Folglich ist dann anch 

2» 2" 2**""* * 2"^^ 2""*"' 2" 2*~^ ' 

u. s. f. Demnach behält von da ab das Verhältniss ^ stets den- 

sl'Um'ii Werth, "wie gross iiiaii au( 1» n nohmon mag, so dass die- 
ses Verhältniss sich ^virkli^h einem (.i enzwerthe nähert, den es 
erreicht, wenn k' 1 gewoideii ist. 

Um auch die Berechnung von F (qp, k) an cincin ikispiele 

zu zeigen, wollen wir dem Modul k wieder denselben Werth 
wie vorhin geben und q> ^ 30^ annehmen. Dann ergiebt äcb 
aus den früheren Zahlen zimSchst 



0,0720073.8. 

7t 



ferner 



*' = cos Ö . . . 9,8494850.0 
k\ = tos 1^0 9,9935118.0 
k'^ = cos * • • 9,9999878.9 
k\,-^ = cos . . . 0,0000000.0 

sodass für « = 3 die Grenze errciclit ist. Die Bereclniuug der 
Winkel 9)«, q^oo» s< »ach den Gleichungen (16) steht nun so: 



(p = 30« I (p„ = 52« 12' 27",5C 



tg 7 . . . 9,7614304.0 
ik'... 0,8494850.0 
tg {ip^—ip) . . 0,0109244.0 
y,-»9 = 22«12' 2r', 56 



tg 0,1104374.9 
üc'o... 9,9935118.0 
tg(9oo-9») 0,1039492.9 



SS 52« 12' 27", 50 9^= 104 0 0 ,14 



(poo»104>0'0",14 
tg9oo... 0,6032276.5k 
^ w * * * 9,9999878.9 
(9(S)— 9«,) 0,603-2155.4; 

<P(3)-»jo= 104» Ol". 40 
9(8) =: 206 Ol ,54. 
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* 

Da nuD k'^g^ = 1 ist, so wird sclion 97^4) =3 2^ (•)• und fuiglicii 

ist der gesuchte Grenzwerth ^ i (208^ 0' 1", 54) = 26^0'0".19 

= 93600". J 9. 

Diesen Wiiikt'l luiiss man ziinäclist in Lnnfr»M]inass ansdni- 
cken, indem man ihn mit der Zahl 206264,8 dividirt, deren Lo- 
gvithme 5,3144251.3 ist. Dann ist 

93600". 19 .... 4.9712767.0 

206264,8 5.3144 251.3 

9.6568515.7 

4r •••• 0,0720073.8 

F {(p, k) . . 9,7288589.5 
F (9. k) = 0,5356221. für ip = 30*» und * = 
Die vorige Betrachtang fßhrt auch zu einer Methode, um aus 
doem gegebenen Argument u und einem gegebenen Modul k den 
Weräi Ton am (u, k) zu berechnen. Setzt man nämlich F {tp, k) 
= u, 80 ist q) = am («, Ar;. Man bercclnie dalier zuerst aus 
k den zugehörigen Werth von und die Heiho der Moduln Ä„, 

k^f^ k,^), so wie die ihrer Compiemente, k'^, Ar'^^ ^' i»)- 

Daun findet man zugleich die Zahl n, für welche innerhalb der 
angenonmienen Näherungsgrenze k^^-^ = 1 ist. Für diesen Werth 
Ton II und zugleich auch filr jeden grösseren hat man die Glei- 
chung 

aus welcher sich 

V<-) = ^" 2Ä 

ergiebt Alsdann berechne man successive die Winkel 
•••• 9m* ^9» V Gldchungen 

«tn (2 9(n-0 - (P{n)) — *(-) V{n) 

siu [2 g>(f^) — q>i^i)) = Ar^^i) sin 



sin (29)0 — Voo) = *«o «n 9m 

sin (2 9) — g?o) = ^« sin 9^ , 

welche durch fortgesetzte Transformation aus der Gleichung (7) 
entstehen, und gelangt so zuletzt zu 9, welches der gesuchte 
Werth von am {u, k) ist 

12* 
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Diese Vorschrift gilt zunächst nur für den Fall, dass u klei 
ncr als A' ist. Im cnt^egcngosetzleii Falle kommt man aber ebeosc 
Icitlil an s Ziel, denn da naeli § 7 die (^leielmngen 

am {2hJL v) ^ ha am v 
bestellen, so setze man 

II =s SÄ*" -f V oder u = 2hit — v, 
je na( li<ieiu das grösste iii u enthaltene VicHnrhe von K' ein ge- 
rades, 2ÄÄ', oder ein ungeiiides, 2// — 1} A, ist. In l)ei<l«Mi Fäl- 
len ist dann v < A', nnd man kann nach der vorigen Methode 
am V berechnen. Sodann erhält man im ersten Falle 

amu =s hx -|- am V 

und im zueiten' 

am u ^ h« ^ am V.*) 
§ AS. 

Die im § 46 gefundenen Relationen 

, __ ^-k' _ i~Kn^ . . _ i-k„ _ i-^yi^k^'* 

zeigen, dass A„ zu A in dersellKii IJczit linng sieht , wie A' zu k\. 
iiezeiehnet mau nun mit Aq, X', k\ solche WerÜic, die aus ciiuiij 



*) Die successiTe Transfortnation der elliptbehen Integrale rührt 

von Lagrangc her, der sie in der Abhandhmp: „Sur im Douvelle 
mt'tliüdi' df calcnl intc'gral pour Ica diflferentielles aflfectdes d'un radic«! 
varrv sous Ipqnel la variable ne passe pas lo quatri&me dcprrc. Me- 
inoires de Tacademie k Turin. 1784. 1785. Tom. IL" aufstellte. Die 
fijiiiteren Ausfüijrungen Legeudre's finden sieb in den Kxercices von 
pag. 81 an und im Traite. Chap. XVll und XIX. Unter den im 3tet 
Bande der Exereiees und im zweiten des Traittf gegebenen Tafeln 
gen folgende namhaft gemacht werden: 

Tafel I enthalt die Werthe von Log K nnd Log B. 

- n - - . . VI) und E, (g>, VI). 

III - - Logarithmen von Ji^ etc. für ein gegebenei 
Ar, und von k'^^^ etc. Är ein gegebenes 

- VIII enthält 1) die Werthe von F (48^, *) nnd 12, {4»», *)» 2) die 

Werthe von K und E. 

- IX enthält mit doppeltem Eingange die Werthe von F (9t ^) 

und A;, (9, k). 



I 
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Modul X ebenso entstehen wie respective Atq. k\ k\ aus k, und 
setzt dann 

(20) . k\ = A, so ist = A', Af' = A^,, = k'^ 
denn es ist 



stellt man daher die Reihen der Moduln und ihrer Com- 
plemente auf: 

I *t ^00» •••• ^{«) •••• Grenze o 
fAr, ^ 00 * •••• ^ (m) • • • • Orenze ] » 

so nimmt die letztere in der Weise zu, das«! jrdcs (Ilied aus sei- 
nem Yorhergehenden auf dieselbe Weise (Mitsteht, wie in der er- 
sleren Reihe jedes Glied aus seinem folgenden. 

Setzt man nun in der Gleichung (8) für den Augenblick X 
statt Ar, sodass dieselbe beisst 



rf<p„ 



und setzt in derselben 

X S= Ä" ^ 

alsü äucli nach (20) A^ = /r'» so erhrUt man 



oder weil 



ist. 



2 ^ 



Bezeichnet man nun die den Modulen k\ k\, k'oQ, u. s. w. 
zugehörigen vollständigen integrale respective mit K', X'q, IC^^f^^ 

u. s. \v., so ist, weil für 9 = = ä >vird, 

(1 + k„) jr„ = iic'. 
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und 4a jede iwei auf eioander folgende Moduln in der aimfip 
eben Beziehung stehen, auch 

(1 + Aro„ i no = 2^0 

(1 + ^(»V l») = 2Af PO 
»•••■•••• 

(1 + ATV, = 2ir'(^, 
Die MultipHcation aller dieser Gleichungen liefert 

(1 + *o) (1 + *oo) — (1 + *(-)) ^C) =^ 2*ir'. 
lAsst man dann « unendlich gros« werden, so ist iwar, nett 
liin*%, = 1 ist. lünÄ^V, = oo,*) aber für den GrenEwcrlh 

des Verhältnisses eigiebt sich 



lim 



A''(«) 

2» "'(l-|-*(i)(i+*oo)-.-- 

TT A'' 

25" 



S 49. 

Die beiden Ueilu ii von Modiün (21) können nun auch Bich 

der cntgegengeselzlrii Seite iort^LSL'Ul werden; bildet man nim- 

lieh die Moduln it», Aj, ; k\, k\, k\ mittelst der 

Gleicimngeu 



so erhält man die beiden Reihen 

k^t k ^, k , k ^00' k , , , , k [0), 

in welchen jede zwei aufeinander folgende Glieder in der 

liehen Beziehung stehen, und zwar jede zwei aufeinander folgende 
der iintdün lleihe in der umgekehrten Beziehung, wie irgend 
zwei aufeinander folgende der oberen Boihe. Zwischen den ner 
Grössen k, k^, k\ k\ besleheu daher auch die Gleicbungea 



*) Siebe S. 17. 
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(22) 



1 + Ä = 



2 



Da nun also k, ky, k., .... k^ in tlcr^elbeu Weise forlsclireiteu, 
wie k\ Ar A'^,) .... Ar'(i,), und 

ebenso wie 

kt > • ♦ • • ^{»)f 

80 folgt, dass auch 

Um Am = 1 und lini k\ = 0 

sein wird» wenn man it nnendlieii gross werden lässt. 

In ähiiliciier Weis«* k.nin m.in aticli die Hi'ilic der Winkel 
(p, ^Pq, 9P„y nach dir i'iil<;('yi'jiyes>cUteii Seite forUelzeu, in- 
dem man die Glieder folgender Reihe 

<P„, .... 9)3, g?2» 9l' ^UÜ ?P{») 

miUeUl d«>r Gleichungen 

(23)1 ~ ^ ^' ^ (^P — 9i) = ^'1 

^\ sin (292 — 9,) Aj sin 9>i, tg (9, — 9?,) = A', lg 9,, 



etc. 



ete. 



bildet. i»a mm die Modidn k\, k\ zur .Null ((Uivci'^micii, so 

wird in der Grenze (p„ gp«- 1 . ^^^dlrend nlso die Winkel 
V'im» etc. in der Wei;ic zunehmen, dass tp^^) uumer mehr ==; 29}^!«— i) 
zu werden strebt» nehmen die Winkel 9>, , tp^, etc. so ab, das» 
9„ immer mehr = ^n^i zu werden strebt. Ausserdem aber be* 
steht zwischen und tp, und ebenso auch bei allen folgenden' 
Paaren» die nämliche Beziehung» wie zwischen tp und 9)0» so- 
dass auch, wenn (p^ = ~ ist, <p =z n wird. Endlich hat 



mau 



auch zwischen den integralen die der Gleichung (8) entsprechende 
Gleichung 

(24) 



/Li2i_ — ^-h^ Y 

2 .J ^(V»A) 
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Setzt man nun zuerst, wie Im vorigen §, k\ an dii! Stelle von 
k, so iritl Ic an die Stelle von /r|, folgUch bat man auch 

Bezeichnet man dann die den Moduln 

.... k „ zugehörigen Werthe von if mit ifj, A'j, .... A'«; A 'p A'',, 
JC m, SO erhält man, wenn man = 9 = jrscUt, 

jr' =: (1 + *',)irv 

und i^ann ebenso 

IC I s= (1 "f" ^ 2) 2» ^2 (1 "1" ^ 3) 3» • • » ' 

a:',^j = (1 + k\)r., 

Tolglich 

AT' = (1 + ^',) (1 + ^'2) • • • • (1 + ^'«) 

Nun ist 

Umk\ = o, lim IT'« = 

also 

(25) . lim U + ^'i) (1 + . - • (1 + = 

Aus (24) folgt ferner, wdl 

i + ifc I 

2 — r+Ä7 

ist, 

Nttliin Ist auch ^ 

(1 + Ar'i) A\ = 2Ar; (1 4" ^'2) = 2A'j ; . , , . (1 + Ä'„) A « = 2A'«_i 
und 

^(27) . [1 + k\] (1 + k'.,) .... (1 + Ä',) AT« = 2-ir. 
Nun ist 

luii A« s=s 1, lim K„ =i 00; 

dagegen 

(28) . . Üni^^= = 

Endlich kann man die Gleichung (26)' noch benutzen, nm 
durch forlgesetztes Vergrdssem des Moduls das. elliptische Int^ 
gral zu berechnen. Da nämlich dann der Modul In der Qrtm 
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gleich 1 wird, so hört auch dann das ellipüsrlie iiiU'^iai auf, ein 
solchem» zu seiu, viehnebr wird für k = ^tp = cos q), iiiiUiiu 

Schreib! man Dun die (Jeirlning (26) in der Legendre'scben Be- 
zeichnung und setzt die TraDsformation fort» so erhält man 

F[(p,,k,) = (14- i^2^F^^Ji.^ 



tlod daraus durch MultipUcation 

F (tp, /r) = (1 + k\] (1 + k\j .... 1 -f k\: F {tp„, k„). 

Hat man nun die Trausfoniiation so weit fortgesetzt, dass iiioer- 
halb der angenommeueD Näheningsgrenze =s i geworden ist, 
so Ist 

F (qp«, *4 = log tg (45» + i Vn). 

und daher mit Berücksicliüguug von 25) 

9jr' 

(29) . . . ^ (qP. *) ^ log tg {45« + 4 J. 

Die succpssive ilerecliimog des Winkels 9, geschieht mittelst der 
Gleichungen 

sin (2^1 — 9) ^ Ar mi g) 

sin {2^^ — 9,) = sin 9»^, etc. 

Um endlich auch die Moduln Ar,, k^, etc. leicht aus Ar finden zu 
können, setze man Ar = tg' 1 17, dann nird, weil 

ist, 

man sftzf ilariii aufs neue Ar, = sio q = tg^ J , dann wird 
k.^ = '«in j?,, 



u. s. w, 



l>i«'sc M«'tho<l(' ist besonders dann anweiidhar, wenn der ge- 
gebene Modul Ar von 1 wenig ver.srliiedcn ist, in welchem Falle 
die frühere Methode eine weitläufigere Rerhnung erfordern wArde. 
Um biefur ein Beispiel zu geben, sei Ar s^shi $9** .... 9,999993S 
and ^ = 30*. Dann zeigt ein leichler Uehersehlag, dasa bis 
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atir 7 0eciroai8tellen 'schon k^ 1 isi, Vie üerecheiifig von ^| 
sieht nun so: 

sin 9 ... 9.6989700 
k 9.999933S 
sin (29^, — <p) ... 9,6989038 

2q)^ - tp = 29« 59' 4l".84 
2^, = 5U 59 41 ,84 
4^, ^ 14 59 55 .46 
45» + J<p, = 59 59 55 ,46 
In der (ilcichung (29) kommt nun der naltirliche Logarith- 
mus von tg (45* + i 9^1) vor; um daher den Briggischen Loga- 
rithmus einzutöhren, muss man ^mit dem Modul M des Briggi- 
schen Logarithmensystems dividlreu. Es Ist aber 

M = 0,434294461 .... 9,6377842.8 

und dann 

jp — Brigg. Log, tg (45'»J-Jj^0 

Die Ik'i'criinung von A' ist in diesem Falle sehr ieichl. Denn da 
/c = tos 89** = sin 1® =:= sin ö iüt, so wird schon cos ^$^ = 1 
und daher 

2K' _ 1 1 

n cos* J 0 co8«"äi? 

— . , . . 0,0000330. 

Uieniit slelit dir frnicrc ilechiiuiig so: • 

Brigg. Log. tg (45<» + i 9>t) 0,2385385.4 
Brigg. Log. lg (45* + i 9i) 0,3775585.4 
Compl. M .... 0,3622157.2 

Ok" 

— 0,0000330.0 



F{q),k) ... 9,7398072.0 

Mithin 

Fi(p, k) = 0,5492970, für g? = 30" und'Ä = sin 89". 

S 50. 

J. e«;( ndrc*) lial auch einen Näherungswt rlh für K ündeu 
gelehrt, wenn k sehr nahe an 1, A' also eine sehr grosse Zahl 



*) Legendre. Ezerciees L § 72 C Traittf L Ch»p. XIX. 
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* 

ist. Da nfmiUch kn und k\„s zur 1 convrr^'ircn, so k uiii man 
sieb die Aufgabe stellen, oder A:'(,, für grosse Werüie voa « 
zu besdinroeo. Daiiei ist Dun zu bemerken, dass, wenn n so 
gross ist, dass man innerhalb einer angenommenen Näherungs- 
grenze kn oder der Eins gleichsetzen kann» darum k\ und 
k(n) noch nicht verschwindend klein anzunehmen sind ; denn diese 
Warthe verhalten sieh wie Sinus und Cosinus; ist der Sinus aber 
eine kleine (irössc der ersten Ordnung, so ist der zogehftrige Co- 
simis Ulli eine kleine Grösse der z\v«»ilen Ordnung von Eins ver- 
s< [liedeii. Wir können also aiHK liUirn, dass /zwar k„ f»leirh 1 
gesetzt, k'n aber nicht veruaclilässigt werden darl. Aisdaun ist 

m n 

3 



Da aber wegen der Gieichung (24) 

• 



ist, so erhäit man auch 



CO» <pin^t 

woriu iiocli der Werth von <p„+i für = y zu bestimuieu ist. 
Nun ist alMsr wegen (23) 

n 1 

Setzt man darin g?« = y , so wird tg (qp« — = ^ 

folglich 



niitbiu erhült man 



arc 



'^^F^^J 1 4. sin an; tg x/rr!- 



log 



^ 1 — sm arc lg X/ ^, 



oder da sin arc lg j/jX^ = Vi^k^, ^ 
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l 

Nun war schon augenomiiien, dass i^» s 1 sei. Aas den For- 
tnela (22) i'olgt aber 

Der Zthlel* des vorigen Auadniekes ist alao gleich 4 zu setzen» 
und dann ist 

Ferner isl 



mithin 

Ä". = ^ • 

Dciuuacti ist nun auch 

Ar'(»> = iog -ri- . 

f(n) 

odfT (•l\^as imlcrs ;uisp:os|)roch(*n : Ist k so lilein, dass inurrlialb 
diT aiigeiioMjiiHMii'ii >iali<'nin^'s«,M'('iiz(' nicht uieiu* von 1 ver- 
schieden ist, so isl mit derselben Auuäherung 

• Es ist nun leicht zu sehen, wie man dies auch zur Berech- 
nung von K für grössere Werthe von k benutzen kann. Denn 
nimmt man n so gross an. dass == i zu setzen ist, so erbak 

man aus (27) mit Benutzung des eben gefundenen VVerllieä von a% 

^ ^ (1 + (1 + (1 + log 

odei weil dann 1 -f ^ = ^* derscibeo Aunälternog 

auch 

(1 + Ar',) (1 +*',).... (1 + k\) ^ 

(30) v--«^-^-^-'^ 
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wo ^ Miiiüu den Moduluf^ des liriggiscticu Logariüiraeusy- 
slems bedeutet. 

.Nehmen «ir z. B. fär k denselben Werth wie hn vorigen 
g» Dämlich 

k = sin 89^ 

so ist, wie dort erwähnt, Atj = 1, also n = 1. S<>t/( maii aber 
k' = sin Ö. so wird k\ = tg« i also liier k\ =.tg^ (ü" 30> 
Mao hat nun 

tg (0» 30') ... 7,9408584.0 
k\ ... 5,881 71(iS.O 
4 ... 0,6020599.9 

Brigg. Log. ^ = 4.7203431 ..9 

♦ 

Brigg. Log. 4- ... 0,6739735.7 

— ... 0,0000330.0 

Comp!, ilf ... 0,3622157.2 
Compl. 2 ... 9.6989700.0 



also 



JC 0,7351922.9 

IC = 5,4349087. 



Vertauscht man in der vorigen Formel k mit k\ so erhält 
man auch eine Formel, die zur Berechnung von AT' för Icleine 
Werthe von k dienlieh ist, nämlich 



(31) = — =7-: 



in welcher nun n so gross anzunehmen ist. dass Är'^^) ^ 1 ge- 
setzt werden kann. 
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Dreizehnter Abschnitt 
Eiitwickelung der eiii^üscheu Functionen in Factorenfolgen 



§51. 

Wir haben gesehen, dass zwei aufeinanderfolgende Winkel 
p nnd 9o unter andern auch durch die Gleichung (11) § 46 
verbunden sind 

«in m — «pycQgy 

9o — J(fp^k) . ' 

Föhren yfir darin' statt der Winkel ip^ und q>, die Winkel 9 

und (p^ und also auch die zugehörigen Moduln und k\ ein 
(siehe ;^ 4U> so ist auch 

fi\ -s„ « (1 ,) Hin qp, cos 

welche Gleichung sich auch durch Uniformung der Gleichungen 

sin (2^1 ^ tp) = k sin 9, tg (y — ^j) = k\ tg 
ergiebt. Es war ferner (26 % 49 



und 

niitliiii 

Setzt man nun 

{<p, Ä) = M, /r,) = M,, 

so wird 
Ferner 

A' 

9 = am (m, k), = am (mj, Ajj = am w, ArJ. 

Setzt man diese Werthe in (1) hinein, so erhftU man 

sin am u,k^ cos am ti. A:,) 

sin am (w, /r) = (1 -f- k\) ^ — . 

am u, 



üigitizeü by Google 



Aiisciin. XIII. £iitwickelg. d. eUipL Ftmctioaen ia Faclarenfolgeu. S d I • 191 
Da aber allgemein 

cos am (w. Ar,) . / , , , » 

ist, so hat man auch 
eosai»(-|^i#.Ar,) 

uQfl ioiglich 

(2) sin«i«(M,^)===(lH-^',)sin«m||sinam(^l(tt4-2Ä'i). (Mod. /fj) 

Diese Foniiel lehrt, dass man die Function Sinus Amplitudo 
io eio Prodttct zweier Functionen Sinus Amplitudo ven^aiulelii 
kann, so, dass der Modul dieser Fuoclioiien der vergrüssertc Mo- 
dul ist. Für einen schon beliebig vergrösserten Modul und 
das Argument v wird dalier auch sein 

sin am (», = {1 + Ar'^,) sin am v sin am { [v + 2 A .) } . 

(Mod. k^^) 

Da man nun jeden in der Gleichung (2 > enthaltenen Factor aufs 
Neue in zwfi Farloren /erfällon und dicsr ZerfäUnng so weit als 
man nur will fortsetzen kann, so .'i -ieL»i sich ein Mittel, sül am » 
iu i* actoren zu zerfallen. Mau erhält nämUch min 

sin am (|^^ k,} = {1 + k'^ ,m am . 

.sin«m{^^(|^+ 2A,)}. (Mod. Ä,) 
= (14- Ar'j) sin am ^ sin am (« + 4ir)\ (Mod. k^ 
siD am {.^^ (II + Ar,} =: (1+ k\) sin am ^ (« + 2irj 
. siü am (« + 2i:j -|- 2SCi}. (Mod. *J 

Hier ist das letzte Argument gleich 

weil aber auch 

sin {am p, ArJ == sin am — v, 
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ist , so kann man . olnit' den Werth von sin am m ändern, lüe- 
ses Arguuieut auch vou 2A\ abzieben und erhält dann 

mithin 

sin am (« 4. 2Ar), Ar,} = (1 + Ar^ «» ^ + «) 
, sin am (2ir - u). (Mod. 



SeUt mau mm diese Wertlie in (2j hinein, so erhält man 

J sin ani ^u, kj = (1 + k\) (1 + sin am 

I . sin am ^ (2ir + ti) sin am ^ (4Ar -|- u), (Mod. ür^) 

worin das <l(ij»i)pHp licn für zwei Factoron , einer mit dem 
oberen, der andere mit dem unteren Zeichen, der kürze wegen 
geschrieben ist. 

Jetzt zerfalle man aufs Neue jeden Sinus AmpHtudo in zwei 
Factoren. Schreiben wir nur die Argumente der ietzteren bin, 
so erhallen mr 

aus d.lten Factor 1) 2) + 2^'^) 

aus dem 2ten u. a.i ^„ j. \ ^* / A't . . . 1 
3ten Factor äMf ± ^) 2^;^ ± ^^^^ 

aus d. 4teu Factor 5) (4A' + uj üj (iif -f "l" 

Es ist nun 

Zieht man aber die beiden letzten Argumente von 2ä^3 ab, wo- 
durch Sinns Ainplitudo unverändert bleibt» weil der neue Mo- 
dul ist, so werden sie 

4) = ^(6Ä'+u), 6) =. ^^(4^-11), 

und da nun jeder der vier Factoren in dem Ausdruclte (3) den 
Coeffidenten (1 + ^'3) liefert, so giebt die neue Entwickelung 

sin mn (m, /rj = (1 -f k\) (1 + /f'j)^ (1 k'^^ sin am ^ 
. sin am -^'j. {2K +«) sin am (4Ä' + u) 

. sin am (ßJT + ti) sin am SK + 11). (Mod.Aj 
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Hiednrch ist das Geteti der Forlachreitong klar, uod man -erhält 
aUgeni^ 

^siri am («, k) = (1 (1 + k\]^ (1 ... (1+ k\)^^' 



(4)< 



. sin am siü am ^2A + «) siii am (4A' + u) 

. sin am ^GA" + • • • siu am 2«i((2'' — 2 -Ä' + u) 
. sin aw 2^;, f2»ir + «). (Mod. 



Denkt map sich nun diese Entwickelung his Ins Unendliche 
fortgesetzt, so wh'd in der Grenze /r„ =1, V, = 0. . Wir Ver- 
den den alsdann entstehenden Werth des Coeflicienten der Ent- 
wlckeliing später besonders bestimmen und bezeichnen ihn vor- 
lautig mit setzen also 

^ = (1 + k\) U ^ k'^f (1 + i'^* (1 + k\f .... 

Dass die Pactoren dieses Products zur Grenze 1 convergiren, er- 
hellt daraus, dass man hat 

. A > also (1 + k'^^ == ~ 

welcher Ausdruck sich um so melir der Eins nähert, je mehr 
ku^i dies thut 

Auch die Factoren der Entulckelung (4) müssen zur Eins 
ronvergiren. Um dies zu sehen, bemerke man, dass das Argu- 
ment des letzten Factors sich schreiben lässt 

Da oun der Modul A» ist, so ist 

A'«M 

cos am 

sin am [K, + = j^-^* fMod. 

Wird dann in der Grenze A« ]» so ist cos = mithin der 
letzte Factor s= 1. 

Den Grenzwerth des in allen Argumenten der Kntwickelung 

(4) vorkouunenden Factors haben wir % 49 ermittelt; es ist 
nämlich (28) 
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Nach dipseni all» ii erhall nm\ aus (4) für « = oo, wpiin 
man den \v\/Ar.u Factor, der sich ui der Greuze der EiulieU gleich 
ergeben hat, als überflüKsig fortlässt^ 

sin am [u, k) = sin am 'Mod. 1) 

. sinam^2''(2A'+tt)»inöm^,(4A'+M) 8iaaw.^j^,.^0Ä'+ttj ... 
. sin am \%K— u) sin am * . [^K — ii) ain am (6Ä'— «) . . . 

•A *A «A 

od«r, wepn man sich zur Bezeichnung ejyniMi 
cbiens in ähnlicher Weise bedient» wie das 
zdchnung einer Summe angewandt wird, nämlfcif^^^^^^j, 

7i/-(A) = /(i) /'(2) z'O) /(4) 

-^^^ '.\''~- .tu, . 

setzt. 




oo 

sin am (ii, s sin imm ^k 'J^ ^ 2^' 

(Mod. 1) . sin am ^* . (2JFr - «). 

Dieser Ausdruck ist nun einer weiteren Entwiekeluug fähi;;. \snui 
man sich erinnert, das» die elliptischen Functionen für den Werth 
1 des Moduls • in fixponentialfunctionen ubergehen. Nach % 4 
ist njimlich 



(6) 



ain am («, 1) = 



Demnach ist in (5) 



sin am 



2F " 2jr' 

7CH € — - g 

2A' . ~ 2A' 

e e 

«W M. (2AA + w) = _ „ • 

In dem letzteren Ausilrurke führen wir die /ür die ganze Theo- 
rie der Entwickeln!!«^ der elliptischen Functionen so überaus wich» 
tigen Grössen q und q ein. Jacob i setzte nämlich 



*) Jaeobi. FandAmenta nova. § 35. 



e e 
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(6) . • . . .. q SB e 
Daun wird 

siü0m ~, i2hIC ± 











* 




• 










_ 4M 


f 


. SM 







_ J 



Cm xv \ 



A', "Fl 

Venraadelt maa aber die EipooeDtialfmietUMien lo trigonomeiri« 
sehe nit linaginiren Variableu, indem 



— — ^ =s . Ilg tv; e»4-^-» CS 2 CDS lp 
' 1 



Ist, 80 erhilt mao 

siü «m ^ = - , tg ^ 

sin am ^ (2AÄr 4- «) aio am ^ (2Air — ti) 

(Mod. ]) • 

9 + « — 2 COS -jp^ 



(7) 



£iidlich fittire man anch auf der hnkeii Seite der Gleiehiiag (5) 
IM statt u eia, dann erbült man, weil nach den Formeln (12) 

13* 
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8hl. am (w, k) ^ — i tg am {tu, Ar') 

Ist, mit Weglassung dto auf beiden Seiten geroeinschafUiciiai 
Factors — f. 



oo I _ 2«'-^* cos ^ 4- g'^ 

tg ö«l (im. k) = A lg ,7«» /'ä/ — — : . 

Setzt iiiud UHU ikm Ii u stall im und ziigl«'irli aticli k statt A'. wo- 
durch auch A ' in A\ It in Ä ' und, wie «lic. Formeln (;) /ripcn, 
^r' In q filMTgoliI, bezeichnet ferner mit j die Gröss«-. in weit iif 
die ehenfalls nur von k' abhängige Grösse A' Uanu ühergeiit, 
setzt mau ai^ 

(8) A (1 -f (1 + *oo)* (1 + (1 + ^d))" 

so erliidt man für die Entwickciuiij^' \ou tg am u folgendes un- 
endliche Producl: 

tgiim(«,*) = ^tg.^: J/l 



cos ^ + 



SM 



,4A 



K 



Tin 



1 — 2t» C08 ^ + t* 





cos 


gm 
K 


+ «^ 


, 1 _ 2?^ 


cos 


SM 


* 


1 -h 2«^ 


cos 


TT« 


.+ «" 


1 27*^ 


cos 


itu 

K 




1 + 2/ 


cos 


Tcn 





. (9) 



§ 52. 

Die Grössen q und q\ welche für die Entwiekelun^ «Icr 
eiliptisctien Functionen von der grössten Bedeutung sind, sind im 
Allgemeinen sehr kleine Grössen, sodass das vorsleheudf unend- 
liche Product sehr rasch convergirt Es hat keine Schwierigkeit, 
ste aus den Fornelo (6) zu berechnen. Dennnmau erlialt 

log t = — sr rs-, log / = _ jt'Tp- 
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Bezeichnet also M den Moduliis des Briggischen Logarithmen- 
Systems, so ist 

Brigg. Log. jf = - ilf^r ^ ; Brigg. Log. q ^ — Mit 

Aususerileiii erliäil luan q aus q oder umgekehrt, da m\x leicht 
die Relatiuij 

(10) log ^ log ^' = «2 

ergiebt. Für ileri Mlffriwerth * = / J ist Ä = k\ also auch 
= K\ i'oigiicb (Jauii 

Brigg. Log q =» — Mn. 

Nun ist 

n ... 0,4071498.7 
9.6377842.8 
ilfär. 0.1349341.5 
Brigg. Log g = — . 1,3643702.6 

= 8,6356237.4 
q = 0.0432138. 

Also ITu k J ist q ungeföhr = Bildet man die ver- 
schiedenen Potenzen dieses Mittelwerths von q, so erglebt flieh: 

...7.27i2474.8 = 0.00l8(>74 y\ . .3,17bll87.0 = 0,ÜÜÜUUU1.5 
€^ ...5,9Ü68712.2=0.0(H)0S07 1,8137424.4=0,0000000.0 
ff* . . . 4,542 4949.6 = 0,0000035. 

Daraus geht hervor, dass in der Entwickelung (9) fflr * = |/T 
der dritte Factor schon keinen Elnfluss mehr auf die 7te Decl- 
male hat. 

Eine Methode, q unmittelbar aus k zu hereclinen, «rlifdt uian 
auf folgendem Wege. Wir haben § 50 (31^ eine Relation zwi- 
schen K und K' kennen gelernt, nämlirli die loigeude: 

l()(T —IL 

JT' = H ^» 

welche desto riditlger ist, je grösser it angenommen wird und 
fQr n ^ 00 vollkommen genau ist. Daraus folgt 



I 1<( 



folgli< h ist 
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Um nun diesen Ausdruck aus dem Modul herzuleiten, setzen wir 

m Abltftrzung ^ =s mid wenn wfr von Ar zu elc» 
fortsckrdten» 

Da nun A:%) in der (trenze 1 ist, und swar eher illeae OrenM 
erreicht» als Ar^«) verschwindet» so ist auch 



= ^^J', mithin jr = y^^. 



und es kommt nun darauf an, d(») aus d zu bereclmen. Nod 
ist aber: 

mithin wird 
Daraus folgt ferner 



Dividirt man dieses aber durch ^ erliftlt man zwischen 9 
und die Relation 

Daraus folgt nun successive: 



t» = i/ 'r *i»o = /^^ 

f « 00 * 00 

n— 1 " 



üiyuizeü by Google 



Aliscilo. XUL iüilw«:lMlg.d.eUipi.Fuii€iioiieainFaetoi«iifolge^^ 109 
Muitiplicirt mau also «lim Gleichungen, so kommt 

yk'** i/fv; /^««s,' 

folglich 

= ? = * {k'Jik-Jik'J 

oder 



3 



S 5S. 

Aus der EntWickelung [9} leitet sich nun zuerst ein unend- 
liches Product för d amn ab, wenn man u + ih" statt u setzt 
weil nämlich (§ 10 S. 28) 

tg am (ti 4- iÄ"i = -r^ — 

Ist. Bequemer aber wird diese Umformung, wenn man von der 
Formel (5) ausgeht, darin zueii^t u -\- h stall m. und dann u Cur 
tu und k fCu* k' f>etzt, wodurch uiau il.i.-.st llx« Uesultat erhall. 
Setzt man also in « + A lür «, so konmil, weil 

Bin am ii + = 

^ am u 

ist, 

n ((2A— 1) Ä' - u) . 
sina/Ä -^^^ — ^ (Mod. Ij. 

Nun stellt 2A — 1 die Zahlen 1, 3» 5, 7, 9, etc. und 
24 + 1 die Zahlen 3, 5, 7, 9, etc. dar. 

Bemerkt man tialicr, dass der ausserhall» des Zeit liens fl stehende 

Factor sin am " ^'^»^ ' ^ gerade der in der zweiten Beibe fehlende 
ist, so bann man diesen unter das Zeichen U stellen, wenn man 
ttDter demselben statt + 1 auch 2A — 1 setzt. Folgüch ist 

= ^' ^ SU. 1««^^). ) 

' Iii) 



• siu «<« -^^ (Mod 



I. 1). j 
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Als<lann aber unterscheidat sich das unter 77 stehende Produet 
von dem in (Ueichuog (7) angefonulen nur dadurch, dass — 1 
an die Stelle Ton 2h getreten ist. Setzt man also In (7) dht 
2h — 1 statt 2h und also auch Ah — 2 statt ih, so erfaMt mao 

1 _ 2,'«-' OOS 1? + 

S^SS ■ ■ ' I ■ • 

1 -f 2? ^ * cos -f Sf ^ 

(Mod. 1.) 

Fuhrt man nun auch auf der Unken Seite der Gleichung (11) lu 
ein, indem man nach § 8 hat: 

cos am (u, k) = Ki—tTi \ ^ am (m, k) = -^^^1*1. 

woraus 

cos am (Ufk) 1 



^ am (u, k) A atn (iu, k ) 

folgt» 80 erhält man aus (11) 

1 _ Ä l-2tf'2^"l cos^ +/^-^ 

^T^^^Ö ^ V 1 +2^'^^-^ cos^^ H-*^-*-^ 

und, wenn injui niiii statt tu, k' K\ q\ Ä resp. m, Af, if, i 
setzt und die Ürüclie umkelirt, 

, Ä 1 + 2^2*~1 «OS I? + 2«-* 

(12) ^ o» (u, Ä) = 4 b\ 

» 1 — 2y ^ cos ^ + g 



j 1+ 2? COS ^' + 1+ 2^^ ' cos 2 + 5* 
^ 1 23- COS + 1 - 2?» cos I" + 

1+ 2j^ cos -I- y»o 



1 ^ 22» cos + jto 



Wir kennen jetzt £ntwickeluttgen für tg am u und 4ä m u. 
Daraus ergeben sich sofort auch Entwickelungen fär sin ai»« 
und cos am u. Erinnert man sich nämlich der im g 10 be- 
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mrrkfcn Eigenschaft, dass die Fiinrtioiicii sin am u und z/ am u 
fär diesL>li)oii W(>rthe von u uneudUch gross werden, so weka 
man, dass diese beiden Functionen bis auf einen von u unab* 
it^^f^lff^ Fftclor iteneettieo Nenner halien mteien. Da tlier fer' 
ner tan am u und tg am » für dieselben Werthe von u Null wer- 
den, 80 mössen sin am u und tg am » bis auf einen consCanten 
Factor denselben Zlhler liab«*n. Folglich bat sin am u denselben 
Zähler wie l^^^ am u und denselben Nenner wie ^ am u. Be- 
zeichnet also B eine neue, später zu bestiiium lule (irösse, welche 
nur von k abhangig, von u aber unabhängig isl, so hat man 
sofort: 

(13) da«. = Süu ^ JJ _ — 

und well ferner 

sin am u 

co\kam u = ~ 

* lg atnu 

(14; cosa/n(M,A: ~ . cos ä«. 717 ~ 

S 54. 

Wir schreiten jetzt zur ßestinnnung der Constanten A und 
B. Diese geschieht dadiiicli, dass man liir u specielle VVeilhe 
in die Formeln (12), (13), (14) einsetzt, nandich die Werthe o, 
K und A -f- tk". Da<1urch weriien sich dann zugleich wichtige 
Relationen zwisdieu K und q ergeben. 

Setzt man zuerst ii o, so folgt 

aus (13) 1) 0 r= o, 

- (14) 2) 1 = ! 

-('2) 3).=: 

Ferner für u s AT folgt 

aus (13) 4)l=i.^(i±^) 
aus (14) . 5) ü = 0 



üiyuizeü by Google 



Ab8ehti.XUl. blwiokeig.d^clUptPtttdkiminFMlaraiiidi^ SM. 

oo /. 2*— 



Setzt man endlich m ±= A' + iK', so lieraerke man zuerst die 
§ 10 abgeleiteten Formeln 

flin am (1"+ = cw am (iT + iK') =s — i j, 

am (ir + liT'} =: 0. 

Femer. hat man die Werthe der iq (13), (14)» (12) verbMiinen- 
den Ausdrflcke sin ^j^, cog^, 2 cos ^ für i# = iT + iK* 



zu ermitteln. 
Es ist aber 



Sin — (± — ci» 



%K = •^'^ 2 + = - -W 



nK' nK' 



'«Kr 



2 cos Z. — - = 2 cos I s -j=- j = — 2 CO» -jr 

(nK nK v * <. 



Dadurch wird 

1— 2g . €08 + s= 1 -j- (1 + j«) -j- 

1-1-2^ cos + g = 1 — (1 -f -h 2 

. 2A-i ' 2Ä-fl , 4Ä 2h~L f. Jh-^K 
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14- 2? €08-^ + 5' =1 — y (i+r)+? 

und folglich: 

r.^i T) • - B '+» Ä (LJLi!!liiL±Zli) 

aus (13) 7] -7 - = 7^= /aI 2h -2v T . 2A. 

r»o /. '-^A-l, ^ 2A-I-1. 

^ (1 — ] U — g ) 

5^ . 



2A 1 

In 7) unterscheiden sich die beiden Factoren (1 9 ) und 

(1 -j- nur ihidiii . h, (liKs h'lzlercr den Factor 1 + 7 ni« lit 

enlhüU. Dieser steht aber vor dein Zeiclieu II, also kann man 
den Zahler schreiben 

Im Nenner isl für Jl = 1, (1 + = 2; setzt man diesen 

Factor heraus, so werden die beiden Factoren ebenfalls gleich, 
und der Nenner Usst sich schreiben 



[*l (1 + 

Da nun. dieselben Unistinde auch in 8) sCatlllnden, so hat man 

2Ä — K 



2h- L 2 



9j 0 = 0, 

letsteres weil der Fa.:lor 1 — f^^^ ffir A » 1 venchwMel, 
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Ell« wir hieraifs dir Wciihe von ^ und R iKstiiiinien, wol- 
len wir die scheinbar ideiitisthen Relationen 1 , 5j, 9j näher 
untersuchen. In den rechten Seiten der Gleichungen (13), (14), 
(12) verschwindel ndmiich iedesmai nur ein einziger Factor, und 

zwar in (13) sin für u = o, in (14) cos ^ für u = A' und, 
wie "wir eben sahen, in (12) der dem Werttie A = l entspre- 
chende Factor (1 + 2q cos + r/) für ti r== JT + ißC'. Di- 

vidiren wir also mit diesen Factoren, 8o erhalten wir reclits Au^ 
drftdte« die^ von 0 Vierschieden Uild, littd liidts Ausdrücke von der 

i'orni ^, deren Werthe wii* bestiiniuen können. Auf diese Weise 
ergabt sich zunächst ^ \ 



aus (13) 1) 



aus (14) 5) ^ äH Vrr^^ 

, ^ «X r ^ am u 
aus 12j 9 

[1 + 2^ cos ^ + jr? 



'2h 2 



die letztere Gleichung, weil den obigen Bciuerliungen zufolge 
^ (1 + (1 + i") = 2^ (1 + und 



1 

oo 



TO' (1 - (1 - = (1 - '/■•') (1 - 9*) (1- 

» 

ist. Um nun die Unker Hand stellenden Weithe zn hestininieu, 
diffiei«iititt*4i roaa im Zähler und iNenner nach u, so ^onimt 
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(DU H 

2K 



tsin am u 1 f co» am u ä 
«» 2Ä J. = „ L iK 

p cos am u"\ P — am «m « ^ mmu "] _ ^'K 

I nu 1 I n . nu 1 * 

L J, = ir L - rk 2Ä J. = ir 



^ amu 



2q CO» ^ + 



TT 



— 2q ^ sin 



Der letztere Werth ergiebt sich foigeudermassen. £s ist 



1. 



Sin ^ — ^ = sm H — ^} 



TTtA'' 

— Sin — i;- = 



7cK* . ♦ «Ar; 



% (q — = - • . 

Setzt man diesen Werth nebst den. Wertben sin am (IC 4- iK') 

l ' k' 

= — und cos am {K + iK') = — i ^- ein , so ergiebt sirli 

Obiges. Hienach ist nun das vollständige Tabieau der 9 For« 
mein folgendes: 



1-« 



4) 



1 - y 



2A 

r 
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I 

Dtraiu ergiebt sich: 



ako: 

2A — U 2 



yr 
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♦ 

Ferner aber: 

it . U-K^ 1k 



' X. -v' 



(15) 



weil namlicb KaDe ungeraden, unil 2* rfte g er a i l aii^ keMe 
zosammen also alle gansen Zahlen darsteilen. In sftnmllMen 
Prodncten sind für h alle ganzen Zahlen von 1 bis oo m setzen. 

Die Formel ^ = yi' hätte man auch unmittelbar aus dem 

AuBdrueke (8) § 51 

(1 +*o) (1 (1 (1 

abieiten käunen. Setzt man näuiiicU im U ^ 46. S. 173 

1 + %) = 

f *09 



so wbtl 



Es hebt sich daher jeder Zihler gegen den folgenden Nenner 
auf, und da die Zibler zur Grenze Eins conrergiren» so wird 

Die obigen Formeln enthalten interessante ßczieitungen zwi- 
schen k, K und q, imd zwar geben die folgenden drei 
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2Ä . * 



2A— K *^ 



2A 



(16) 



uamRtelbare Ausdrücke für Ar, k' ond Af* durch 9 allein. Die 
erste derselben kann auch zur indireeten Berechnung von q uu- 

mitlelhar aus k dienen. Schreiiit itiah iiämlich diese Foniu'i so: 



so sieht mau» dass, wenn man zuerst in dem unendlichen Pro- 

duct die kleine Grösse q ganz ' vernachlässigt, als der erste 

^aheriuigiWerth von q zu betrachten ist, mit welchem man die 
Reclmung durchzuführen und dann dieselbe so lange zu wieder- 
holen hat, bis der residtureiide Werth von q keine Aeodenug 
mehr erleidet Wenn k ^ ist, 50 kann man auch zuerst 
q' berechnen nach der Formel 



1 +« 



welche sit Ii aus der vorigen dui cli Vertauschuiig von g mit 
q ergiebt, uud dann q nach der Formel 



1 1) i< 



log q log q — oder Iii i 
Ausser diesen Formeln wird auch noch die Formel 



° ^ Brigg. vLog. q 



^-iL 

sich in der Folge als wichtig emeiseu. 

Nach Bestimmung der .Constanten haben wir nun voll- 
ständig : *) 



*) Jacobi. l'uBd&menta nova. pag. 88. 
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*/" i «k nu 4h 



(18) am ,to - 77 ^ ' 



29 COS 



(18. a) cos am » = —tJ-^ cos " TTT ^ ^ 



(I8.b) ^amu^f/F m A 



2^ cos -^-j-g 



Vierzelmter Abscliiiitt. 
EntwickeluDg der elliptischen Functionen in Reihen. 



S 55. 

Um aus der vorsteln'ndeii Entwickpitmf? diM- fliipiiH lim 
f uiu tioneii in uiicndlirhe I»rodiirtc Entwickeiungeii in un«Midlicln^ 
Reihen abzuleiten, bedient man sich mit Vortheil des Mitieis der 
iogarithmiscbeo DilTereutiatioii. ?juD ist aber: 

/|Qv log sin am u _ coBamuJamH k' cob amu 

/«A a\ dlogcoHCMU 9inamuJamu ain am u 

^ * du cos amu ain am ( A' — u) 

^ ' ' du jiamm 

= — sin am u sin am (Ä'. — tij. 

Wenn man daher die obigen unendlicheu Producle unmittelbar 
durch den Logarithmus hindurch differenlUrt, so erhalt man nicht 
sowohl Reihen für die einfachen elliptischen Funfttcincn selbst, 
als vielmehr iQr Combinationen derselben. Mau kann aber soit he 
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Aiisili'ücki' hiUlcii . xNcIrlic l(>«;aritiiiiii>« h (iiü'emidui zu den ein- 
lachen FuiicUoiieii ITilireii. Solche sind: 

. ^ / 1 — sin II , / 1 - — » OS am n -./ 1 — am n 

^ ' f l-f-siDom»' f 1 -f" cos «m i( ' f l-f-^mMii 

Es isl n9nilich: 

s'mamuJ ' d» 

I <f lüg (1 -\- Bin amu ) 

I 1 CO» «MI u am u cos am u J 'im ii\ 
' I 1 — »mamu ~^ i-|-»ina»?M ) 

cot^amu ~ cot «wir 

(21) = — 71} ; — — rosecawfÄ'— tt] 

/^l 7/* — COS s'mamuJamu 

k' 

(21. ai 5= ?i? : = k' iMjc aw (A' — m) 

^ * ^ COSOmCAT— tt) ^ ' 

(21. b) j.(^log^j^-J ____ = «rtg«.. 

= - /f' Ig //»j (A' — u). 

Man erhalt also zunächst Reihen für die Functionen 
1 1 , 

SetitI man in di»*sen K—u slafl «, so ^ehcii sie, ab^j^cselicii von 
den coustaiiteii CuelKicieiiteii, über iu 

1 1 

— , U w. 

BIUOMM OOSOWtt ^ 

Setzt niaii darin aufs neue u ^ lAT' statt «f , so wird man nadi 

den Formeln des §10 auf 



«in am u , iwj- \ 1 

Sin am u, od. co« am [K — ti). 



geführt, und wenn mau noch einmal K ^ u statt ti S4*tzl, auf 

stu am [K — «), cos am u, ' — * 



^ am{K — » ) 

Kndiieii orhält mau aucli um u, >v<'tiu iuan iu cotg am u 
u ^ ih'' sUiU M selzl. 
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Um tiun aller iincli (liesciii SriH'ina verlaliren zu ItAaneo, 
müssen zuerst die Ausdrücke (20) in Factoren. zerlegt werden, 
damit man sie naeli den Formeln (18) iu unendliche Producte 
entwickeln kann. 

Aus den Formeln 21) und 22) des § 29 folgt durch Di- 
vision 

l--8ini«i/j(// -f-y) _ (cosamv - shiamu J umv)* 

und wenn man darin v s= » setzt und dann if statt Sir, also 
auch ^u statt u schreibt, 

1 — sin tun u / eos am ^ m — sin ntn d am ^ u \ * 

(cos am 4 m . , . - 

— , slii am >m\ 
dam\i( 1 

— — 4- siii um kuJ 



l — sinoJHu sinaj/i{\ u -\- K ) — HUiam ^u 

l '{-sin am u s in «/w ( « -f- A' ) -|- 8 i n aiM ^ « 



Wendet man alsdann hierauf die aus den Formeln 4) und 5) des 
S 29 folgende Rebtion 

üiufim(x-\-y) — 8inaM(.r — //) _ Bin am y coh am x ^ am x 
»in am {x + sin am{a:—y) sin am x cos amy ^ amy 



an, indem man 

setzt, so erhält mau 



und weil uach § 10 

tg am 4A = ^/p, ^ am JA' = }/k' 

ist, 

1 / ! — giniBWtt , 1 eoB am^{H-{- K ) J am j (>/-{- A' ). 

^ l+sinemtr T sinamÜ'a^^K) 

In ähnlicher Weise erhall luaii aus 25) und 26) § 29 
i — cw€m<u-^ v) /sin am u dam g -j-ain mm o ^ am «\* 



14 



* 
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onii wenn mau Uariu v = u uuü iJauii statt u setzt. 



. _ / 1 - cos am u »in am \ h J atii \ u 

(23) . . y Y^conamu cos «im 

Endlich erhält man ai» 27) und 28) § 29 

1 — J am{u'^t) sin' {am u -j- am v) 

alao ebenso wie voi jUiu auch 

(24] . . y Y^^a^^ ^ain\u 

Die in den Formeln (22), (23), (24) enthaltenen Ausdrücke sind 
nun nach den Gleichungen (18) leicht zu bilden. Zuerel erhält 
man 

1 +2^ C08 

Cü s mn H J tnn u , / «ä«» ff 

— sinuVu ^ * «"8 2Ar ii ^ 

1 — 2j cos ^ 4- 

und da die Symbole %h — 1 und 2A vereint alle ganzen Zahlen, 
die Symbole 4A — 2 und 4A vereint aber alle geraden Zahlen 
darstellen, 

-r-rl4-2ör 008 -^+9 



1 — 2g cos -jf-hÄ 

Darin hat man der Gleichung (22) gemäss ^ (u ^ if) statt » 
zu setzen, dann ist 



cotg 



nu 



jr (m 4- A') » . " \ -1 / 



cos — = cos + 2;^^) = - sui 



also erhält mao 
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1 — sin am n 
1 ^ sin «R ir 



(25} 



V3M 



Ebenso ergiebt 
mit (18) 



2ir 

nu 

sich ferner aus 



n 



1 - 2q Sin .j;^ -h y 



sui 



1.'+'/ 



1 + 2v ..... 
(23) und (24) in Verbiaduiig 



(25. a) 



1 -j-cos amu 



nu 
4A 



1 — 2? C08 j^, +? 

1 + 2? CO» ^ 



1 + 2? 



2A- J 



Hl» . 
CO» 2^+? 



4ä — 2 



(25. b) 



y / i — ^ am u 



1 — 2? cos .^Tf +? 



1 — 2? CO» g-^-i-? 



1- 2? cos jj^+? 

^ . 2A nu , Ah 

1+2? CO» 55^+? 

cos 



* 1+2? co»^ + J 

Nach diesen. Vorbereitungen kann man nun aus den unend* 
Heben Producten durch logarithmische Differentiation Reihen ab* 

leiten, und zwar auf doppelte Weise. Nimmt man nändieh auf 
beiden Seifen die I.ogHiilhinr'n inid differciitürt alsdimn, so niiiilt 
man eine Enh^ iekelung in f'arüalhrurlic Ii den im ^ 35 

der ,,Fnndaiiieiita" unter 6^ «md 7^ jrejrrlMMit n KnlHickclutigen, die 
Ulan audi thirch direete Zerlegung der unendlirlien l*roducte in 
Parlialbrnelie erhalten Itann. Uies auszuführen, nehmen wir liier 
Abstand. Dagegen werden wir eine zweite Art nfther erörtern, 
die darin liestehl» das» man, wenn man die Logarithmen auf bei- 
den Selten genommen hat, zuerst diese in Ihre Reihen aoflM 
und dann differentürt Dabei werden wir aber, da die auszu- 
führenden Operationen sich in ähnlicher Welse bei den rerKhie- 
denen Functionen wiederlioien , nur einige derselben wirltlich 
eutwiekelo. Diese Entnirkelungeu mngeu dann als Muiter für 
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die flbrigen in den „Fundamenten" gegebenen Formeln dienen. 
Zuerst behandeln wir die zweite der Gleicliungen (18) und (191 
Nimmt man von der zweiten der Gleichungen (18) den Logarith- 
mus, so erhält man 

+ ^*log(H-2y*'co8f + 



(26] 



log cos am tt = log 

<30 



^ 4. log COS ^ 




2A-I 



Setzt man zur Al>kiu'zuug 
so ist 



2 cos == « -r e 

1 + 2y cos + q = 1 + </ [e -f c 

. 2h 2ix.. , 2A ~2ix. 



) + ^/ 



1— 2y CO»jjr + ^ =1—? (« +<5 

= (1 - 9 e ) (1 — « e ), 

l'oiglich 

log (1 + 2jr COS -j^ -h ^ ) 

log (1 + q^'e"^'^) + log (1 + A"" ^'*)» 
log (1-2/^-' cos'^^ + ,^*-^) 



= iogd — /^"-^ e^'*) + log(l 



2A — 1 — 2wv 



EuhMcktsli luan nun die Logaritlunen in Reihen, indem man hat 
log (1 + 2) = X — i *^ + i - i + .... 
log (1 - «) =^ - (« + i + J«' + i + ....), 

so wird 

, , 2Ä 2ix. 

lüg (1 + ^ ) 

log (1 + « « 

2A — 2te 



) 



- — 8te , 
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and folglich 

log (1 + 2y coti Y + 9 ) 

= COS — cos \x + \ f/^^cos 6.r — J q*^ cos 8^ 

Scr/! man jelzl tiir h alle ^mii/.imi Zahlen von 1 bis oo und iiiiuiul 

die Summe, so erhält man, weil 

oo 



ist. 

>» log i l -h COS -rr + } 



A 

Ebenso ist 

log (1 — c ] 

log (1 — J « ) 

= — « -fiy « +iy ^ +....} 

folglich 

log (1—2^ cos -j^ + ^ *) 

= — {2^^^~ *cos2a:-l-|5r^*""^cos4a;-f Jj^* ~^cos6«« + ..,} 
und/ daher 

oo 

— >* log (1 — 2« cos ^ + fl- ) 

*2v Jr« , 2«' ^JT// , 2«^ -UM . 

= 1 V A'^ «Ii '^Ä- + ^ JT 

Vereinigt man nun je zwei entsprechende (llieder dieser Keihe 
und der Reihe (27), so ist 



2*' 




_27(» + y) 


_ 2? 






— - 


- l-y 


V . 




_29»(l-g«) 


« V 






— 2(1-?*) 


""2(1+?«) 








_ V 




3(1-9") 




"^3(1-?») 




V 




_ 2y4 


4(1-?'') ^ 


4(1-?-) 


— 4(1-,'») 


— 4(1+?«)' 
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uad folglich eiiiält mau 

oo 



TtU 

q K 



^log [l -i- 2q cos + J ) 
00 * 

log (1 - 2,''*-' «OS + ,^-«) = ^ 
und wenn man dies in (26) «ibstituirt» 



, 27' ^«M , 2^* _«M 2y< ^. 

DilTerenlnrt man nun diese (iletchung nach u mit Benutzung der 

Gleichung ^19. a), so eiiiält man 



(28) 



sip am u ^ am it 
t ■■ ■ 

cos am tt 

sin am u 



sin am iji — u) 



7t 



nn 



2Ä 2Ä ^2äU-v 



tii ! , shi + sin 2^" 



+ f£p sin 3-;^ + 8in4^, + ....}**) 

Aus diesen Formeln gehen durch Einsetzen specietler Werthe 

die im § 40 der „Fundamente" gegebenen Reihen hervor, von 
denen wieder nur zwei als Musler abgeleitet werden mögen. 

Setzt man in vorstehender Reihe « s=s y » so wird die ünke Seite 
= 1, ferner wird dann 

^ «Jf ^ ^' sm ^ Ä 1, sm ä 0, sin 3^ — — J* 

sui = 0» sin 5 =: 1, u. s. w.» 
also ergieht sich 

(2A'\ 2 
^ j ZU be- 
sitzen. Diese er^iebt sieh, weuii mau (28) noch einmal nach u 
differentürt. Dann erhält man 



*) Vgl. FandamentB. fi 30. 7) 
Fund. $ 89. 12) 
Fund. $ 40. 4) 
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^f^amu + k'^ tg^ am u = (.^) V^"^ + 8 [^-1- cos ^ 

jcos 2^ 

+ 1^ + + 1+7« 4^ + . . . .]}, 

^uiul weiiu man ciaiin u = 0 setzt. 

fn der nämlichen Weise lassen sich auch die übrigen im 
% 40 der „Fundameota" gegehenen Reihen ableiten, worauf wir 
nicht näher ehigehen; vielmehr gehen wir nun dazu Aber, die 
einfachen elliptischen Functionen in Reihen zu entwickeln, wobei 
die Rechnung in zwei Beispielen volistlndig durchgeführt wer* 
den soll. 

S56. 

Wir schreiten zuerst zur £nt>vickelung der Gieicliung (25) 
des vorigen welche uns, >vie das daselbst aufgestellte Schema 
zeigt, zuletzt auf sin am u führen wird. Setzen wir wieder zur 
Abkürzung 

und aelunen in (25) auf beiden Seiten die Logarithmen, so er- 
giebt sich 



(31 J { 



^ 1 + 2? sin 0? + 



Nun ist aber, da 2 sin ^r — I («^ ~ e ^) ist, 

a, . h ix\ . h Lt\ ^ . . h ix ^ . h —UB 



♦) Kuod. § 40. 8) 
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Entwickelt man jetzt die Logaritftimcn iiacb den Formeln 

log j|^ = ±2{z + i 5^ + + ....}, 
so erhält man 

^ +....} 

log \ ^ - 2t {g g — e 4-i5f « 

und folglich 

log = — 4{ff sin a? — f « sui 3« 

l + 2ff sin;c + ^ . 1 5Ä . ^ 1 7* . , ^ l 

-l-JS' sin 5a; — sin 7a; 4..... |, 

und wenn man die Summe för h von 1 bis 00 nimmt, 

1 ' 1 + 2fir sin a? + 5 
a= — 4 sina: — | 8in3a:4-^j^^ sin 5a? — 

Subsüluirt man dies in (31j, so ergiebt sicli 
log /^-^^ ^ i log (1 ~ sin X) -i log (1 -f sin o:) 

— 4{j^sina; — i j^sin 3a: + i ^l'^^^"» 5a?- ....}. 
Dilfentlirt man jetzt nach indem man bemerkt, dass 

ist, so erbält man mii lliirksicht auf (21) 

Für u = 0 ergiebt sich daraus wietier die Gleichung (29)- 
Setzt man hingegen JC u statt u, so folgt 



*) Fund. § 99. 14) 
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(33) . 



, i_ ^ « / _i_ + j»?- Sil. + , sin 3 1; 



— rar * 



+ sin 5.J|^-. ...}*) 

Aus dieser Reihe ergiebt sicii die für sin am u , wcnu mau 
II + iE' für u seUt, da nach S 10 

(34) . ... . rj T—J-IWri ^ iii» " 

^ ' 8ia 4WI (l« + <A ) 

ist. Nun ist 

sin ^ = - i * ^ 2ir _ ^ a/r J 

oder, vveuii man q ^ e ^ unil x = eiiifülirl, 

sin !L(!l±i^) 1-,.^- 
Eniwickelt man diesen AusdruclL in eine Reihe nach der Formel 

YZTt — x + ^' + ^^-f 

so erhält man 

I + e'^' + }. 

Die ikhrigen Glieder der Reihe (33) sind, wenn n eine ungerade 
Zatü bedeutet, von der Form 

Setzt mau liier aucli u -j- iK' stall u, so isl 



siu 



*) Fund. § 39. 18} 
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Demnaeli 

(36) -i^ sio = - 2,{Ä" e"^ - e"""^} . 

^ ' l — g* 2K *i — 1 — q* * 

Schreibt man aber die Reilie (35) in Tolgeuder Form 



sin 



• (1 -rjlr » i 



in welcher alie Glieder von der Form 

\ X — 2" 1 — ' 

fnnd, so deht man, dasa das erste Glied dieses Ausdrucks sich 
ge^cn das erste Glied des Ausdrucks (36) forthebl und das übrig 

bleibende die Form 



Vq^ I nix --nix. ^Vq" 



Sin nx 



anniiiiiiit. Da min für n alle ungeraden Zahlen zu setzen sind, 
so erhält man mit Rücksicht auf (34) aus (33) 



(37) . 



7t (^Vq . «M . . #.,«11 



. 4 Vq^ . ^nu , \ 



§ 57. 

Ausser den vorigen Reihen wollen wir nur noch die Reihe 
für ^ am u ableiten. Diese geht aus der Entwickeln ng der Giei- 
cbung (25- b) her?or. Wegen (21. b) erhält man nämlich daraus 
durch die logarlthmlsclie Differentiation ootg am u, und dann, in- 
dem man tt + £ür' für u setzt, ^ amu. 

Nunnit man in der Gleichung (25. b) auf beiden Seiten den 
Logarithmus, so erhält mau 



*) Fund. § 39. 19) 
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+ ^ {tos (1 - 2?" CM 1^. + ,«) + lojf (1 + a,="cos;;»+^*) 

- log {1 + 2j cos .^^ -f g )}. 
Setzt man zur Abkürzung wieder sss a;, so wird 

COS 2^ = e + e 

und dann 

Vl^'J^ = 2/7+ log ulnar 
+^ {log (1 - q"" e^) + log (1 - .-'^) 

^^^^ ^ + log (1 + q'' e^) + log a 4- .-^•-) 

_ ,0g ( 1 - - ^ Ö - log (1 - 9'' - ^) 

log (1 + y^-* e'") - log (1 + q^-^ e-^)} . 

Entwickelt man jetzt die sämmtlicheu LogartUunen In Reüien 
nach den Formeln 

log(l -z} = - (z + 4z2 + ir'» + ....} == 

so ist 

00 



e e 



log U + « « ; + log 1 + ^ e ; 
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- Jog (1 + - ' e'^) - log (1 

Addirt iuan-«liese Gleichungen, so heben sich aiie GÜeiler, i>ci 
welchen X ungerade Zahlen sind, anr und alle Glieder» bei wel- 
chen X gerade Zahlen sind, kommen doppelt vor; die übrigblei- 
benden gehen daher, wenn man die ExponenUalgrdssen zugleich 

in Cosinus verwandelt, 

— Y 9 cos Xx-Tj q COS AX, 

worin l'ür k nlie geraden Zahlen von 2 an zu setzen sind. Setzt 
irian datier A = 2n, so sind für n alle ganzen Ziiiili^n von 1 an 
zu setzen» und die Summe obiger 8 Logarithmen liefert 

.wovon der Gleichinig (38) gemäss die Summe in Bezug auf h 
von 1 bis 90 zu nehmen ist. Da nun 

OD 

ist, so erhält man, wenn man die Summation in Bezug auf h 
ausfuhrt, 

-OO OO 

^ . cos 2«« = ^"TT , 1 C08 %nx, 

und demgemäss ist 

öo 



'«« = % 2/,- + log ^ . + «0. 

= log2;^+ log8ina:+ cos 2« + 1 j^^, C08 4ap 

4- i086ar + ....}. 

Üitt'erentürt man diese Gieichnng nach ti, indem 

«te = ^ d« 

ist, so erhält man wegen ^21. b) 

OO 

cotg arm « = { cotg x — 4 3? i-f**» ^ 
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oder 



(39).] 

1d dieser Gleichung hat maa u + f'A"' für u zu setzen, um 
d amu zu erhalten ; denn nach % 10^ 

colg am hl 4- lA'') = — i z/ «//i «. 

Setzt man also " ^"^"^^^ ^ = ar^ und ^ = ar, so erhält 

man 

oo 



(40) — t «m ff = — . { cotg a!j - 4^- j^^^, sin 2«ar,} . 
Nun isl 

also 

nK' , . 
— 2]^ + 

iol<^iicli 

Sin 2«a:j = - (e^'^^'-e"-^"^') = e^«^'—.!.«-*^«^) 

- ^ sin 2«., = +'2. e-- ^ 

und 



— 4 >; 



(41) 




oo * 



Ferner ist . : - 

cotg = - ,1±1_= _ , 1jLL?_. 

und weil 

^ = 1 + Z + + ^3 4. 

ji-^ Z + + 23 ^. ^1 + 

also 

l±i 1 + 2 + 2» + z^' + ....J = 1 + 2^ / 
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ist, 

Cütg = — I (l + 2 q' e "^} * . 

1 

oder auch 

Addirt man nun dieses zu (41) » um den Ausdruck (40) herzustel- 
len, so hebt sich das Glied 

fort, und niaii crliält mit Fortlassung des beiden Seiten gemein- 
schaftlichen Factors — t 

(42) ^ «« « = i{t+ x4?^. - f + cos 2=! 

Diese Reihe hat noch besondere Wichtigkeit dadurch, dass 
man aus ihr durch Integration eine Reihe für am u ableiten kann. 

Denn da 

damu 



du 

ist, so erhält mau auch 



s=i ^ am u 



amu s=z Jj amu du. 
Demnach ergiebt sich 



*) Ptmd. § 30. 25) 
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Diese Reihe bestätigt die im ^ 7 g<Miiac liien Bemerkungen 
Ober die Heschaffenlieit der Fiinflioii am u. Sie bestellt nämiicii 
aus einem mit u preportioiial wachsendeu pjg^ 2. 

Gliede ^..welches die durch die Poncte 

^, B, C, etc. hindurc ligehende Gerade dar- 
stellt, und einem periodischen Theile. dnrch 
yeichen bewirkt wird, dass die Curye für ^^jt~^ jä 
om tf sieh weUeafÖnnig um die erwiUuite Gerade schttiigt 







r 1 




1 



Die im Vorigen ausgefiilii t< ji Herhnnngen mögen als Muster 
für die Entwickelun«: der elliptischen Functionen in Reihen die- 
nen. Um aber die l ebersicht zu erleichtem, sollen im Folgen^ 
den sowohl der Gang der Eniwickeiung, als auch die wichtigsten 
Resultate noch einmal zusammengestellt werden. 

Den Ausgaiigspunct bilden die Formeln (26) des § 55 
n&rallch 

sin ^ 00 1 o«^' I 2Ä 



^i-sin.mj.^ ^/ i Sing -Är 

f l-fsinamM T nit' H 



cos am u 



1 "i" cos am u 

•) Fund. § 99. 24) 
0 n r e 0 e , ellipl. FiUMtI«ii««. . k 
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Die Ingaritbmische Differentiaüou der Unken Tiieiic crgiebl 

nach (21) 

! 



^ I 7/ 1 — 8 "t «i 



— CO« «m u 

cos M« 



sin ma{K — u) 

k' 



CO« am {K-'u) 

du ^ f \ -Y amu 

Die im Vorigen auseinandergesetzte Behandlung iülu t daher zu- 
nächst auf Rdhen fOr 

I . L_ coli? am u. 

sin am (IT—»)' cob«»(ä--«) ^ « 

Alsdann seigt die folgende Tabelle, wie man durch Substitutionen 

zu Reihen für die übrigen elliptischen Functionen gelangt. 



1 


1 i 1 


cotg am u 


sin am {K — u) | 


cos tun (K — u) 


im Vorigen K—u für 
11 fifesetzt: 


1 1' 1 


tg um U 


siii am i< 


cos um Ii 


im Vorigen u -\- tJC för 

M gi'sctzt: 


sin am u 


cos am [IC—u] 


Jmmu 



u gesetzt: 



cos am u 



ä am (K — tt) 



Die Reihe fOr J amu folgt aus der ffir cotg am u durch Sub- 
sütutiiin von u + iM' für ti. 

Die wichtigsten sich ergebenden Reihen sind folgende: 

4K? 



sin am u = 



fCU 



4]K^ . . nn 



cos am ti sr:= 



^ am ti = 



« f . 1 4o jr« , 4ff* «Ä 

1^ 
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WM 



COS ^ 

1 TT / 4y , 4^' Q nu 

:är^ — 2ik'A: r+ft cos -t- j;:};:^ cos^-j^ 



cos «IM U 



1+^ — "jr 

IJ^q^^^K '"f 

Zur Ermittelung des Wprlhes von 7 für einen gegebenen 
Modul k existiren bereits Taleiii; eine kleinere hat Jacobi der 
im 26tcn Bande des Cretle'schen Journals enthaltenen AbhaodiuDg: 
„Zur Theorie der elliptisclien FiiDctionen" beigefügt; eine ausge- 
dehntere Tafei für q enthält die erste lieferung von MeU sei's 
Sammlung mathematischer Tafeln (berlohn. 1860). 

Ein ^usgeaeichnetes Hülfsmitiei zum Uebergange von einer 
elliptischen Function zu einer anderen bietet auch die Verwand« 
lung von g In — g dar. Da aber 

g = e 

für alle reellen Werthe von k und k' positiv bleibt, so ist er- 
sichtlich, dass es nm lin imaginäre Moduln negativ werden kann. 

Nun haben mr $ 24 gesehen, dass die Verwandlung von in y ^ 

15* 
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den Uei>crgaiig von k' iu vou A iu A [A ±iK'} und von A ' 

in JtAT' nach sieb zieht. Vertauscht man darin k mit k', so folgt 
auch« dass gleichzeitig 

k iti jj , 
k 

* " k' 
K A'A- 

übergcheu. Si izt mau also statt Ar, so verwandelt sich — ar-^ 
in = T mithin 

oder well 

Ä — 1 

ist, iu — Demuach euUsteht — aus ^ danu, wenn k iu 
p übergeht Vertauscht man nun auch in den Formeln (13) de^ 

§ 24 Ä Hiit so vcrwaudflu sitli dieselljeu iu lolgende: 

am {k u, j^,) = = cos am (K — «j 

ik. eo8 ö/n 1/ . / rr \ 

cos am (Ar u, jr) = -j-^- = — ") 

am [ A'u, — -r-^ — =: L J am [k — u) 
ik 

tg am (ä'm, = lg aw u = cotg (A' — Ii). 

hicsc Fornvi'ln zt igeu, wel( Iw elliptische Fuuclioueii durch die 
obigen KeilK f» dargostelll wcrdcrr. wenn man iu diesen ~ rj 
für q setzt. Wenn mau nämlicli gleichzeitig auch u in k'u 
Obergehen lösst, so bleibt der in sämmtlicben Reiben vorkoiu. 

mende Ausdruck uug(*üudert, deiiu aus K wurd k'K, folglicli 
aus 



nk u nu 



Man hat daher wirkli( Ii in den llciln n iiielits anderes zu verän- 
dern, als q in — q übergehen zu lassen, und nur bei dem vor 
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eleu Itciin'ii slelK'ndea Factor auf die Vertausclmag Itiirksiclit zu 
uehmea. Aul diese VVeke cntetelit z, B. aus der lieiüe für 
^ am u sogleleh die für -r^ — . 

^ J am u 



rtLnfzelinter Absclinitt. 
Beihenentwickelung für die zweite Gattung. 



S59. 

Die elliptische Traust ciuleute der zweiten Gatluuj^, war 
nach ^ IB 

£{u) =■ I Jf' am u du f= / (1 — siu^ am u) du, 
V % 
Es knnniit daher <lar<aii ;ui, eine Reihe für siri"^ am u lierziislel- 
leii. Diese hat Jacohi durch Quadriruujj; der Ueiiie (37) § 56 iür 

sin am u ermittelt*) Setzt man wie fn'iher ^ ^ sc, so kana 
man die Reihe (37) schreihen 

47t } 



47t/'// * i • , q • « i 0'* • » 

+ - -f /^i gin(2* — 1)»+ ■■}■ 

Durch Mahiplicirung dieser Reihe mit sich selbst erhält man lau- 

ler l*roducte von der Form sin mo: sin /Ar , wenn unter m und p 
uiigeiade Zahlen versUinden werden. Nun isl 

sin (y + sin (y — s) = sin' y — sin^z, 

also w enn man y + 2 = t/-~ z = px und dalier y = ,r, 
z == X setzt, 

(2) . . sm »w? sm pjc = siii^ — ^ sr — siii^ —j^ 
*) Fnndain. § 41. 
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worlQ, da m uod p alle uiögUcheu ungeradeo Zahlen bedeutes, 
m p und m ^ p alle möglichen geraden Zahlen, alle 

mögUeben ganzen Zahlen (exclusive 0), und ^^^^ auch alle mög- 

Uclicn ganzen Zahlen (Indusive 0) bedeuten werden. Die Qua- 
dt II uiig der Reihe für sin am u wird dalier die DifTerenz zweier 
Reihen Uelern, von welchen jrde die Quadrate [der Sinus aller 
Vielfachen von x enlliiilt; also wird die Reihe für siu^ am u fol- 
gende Form auuehmen 

* i Ai sia^x + A2 sln^ 2d; + sin' 3a; 

(3) -2 —/"iffiSVl + ... + ^«Bin»jia; + ... 

sin aMu—\^^^j^ / j— ^jsin»«— B2sin^2ar— J?3sln^3a: 

l — . . . — ^„ sin' nx — ... 

worin die GoeflOcienten A und zu bestimmen sein werden. Um 
den Goeffidenten A^ zu bestimmen, setzen wir — so- 
dass p = 2» — m» m = 2n — ist, und können dann leicht 
ermitteln, welche zusammengeliörigen Werthe von m und p zur 
Bildung der Zahl n beitragen. Es wird nämlich 

ffir m = 1 p =3 2« — 1 

m =r 3 j? = 2« — 3 

m~5 p=:=r2n — 5 



iw = 2« — 1 p ~ 1. 

Dies zeigt, dass zur Bildung von it nur die endUclie Anzahl der 
Werthe 1, 3, 5, . . . . 2it — 1 von m beiträgt, weil für grössere 
Werthe von m keine entsprechenden Werthe von p mehr vor- 
banden sind. Ausserdem sieht man, dass jedes Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von m und z. B. 1, 2» — 1; 3, 2» — 3: 
etc. doppelt (das zweite Mal nur in umgekehrter Ordnung) vor- 
kommt, mit Ausnahme desjenigen Paares, bei welchem m » p 



/i 1 



ist. Da nun sin mx und sin px resp. die Coefflclenten s. und 



haben, so kann man den Coefficienten A^ von sin lur aus 

I-/ 

den Coeflidenteo der Reihe (l) mit Berflcksichtigung von (2) so* 
gleich bilden. Nämlich man erhält 
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Setzt man tweitens zur Bfldung des Coefficieateo 



m — p 



80 ist m = 2n + i», also wird 

furpssl ms2ii + l 

p = 3 « = 211 + 3 



Iiier tragen also zur BiUUing diT Zahl n alle Werüie von : 1,3, 
5. 7. ... bis ins rncndüche bei. Quadrate kumnieii iiit i nichi 
vor, da niemals p ^ m sein kann; die Producte sind daher alle 
zu verdoppeln, uod luaii wird erhalten 



15) 



Der volbtän<ttge Goel&cieat von sin' nx in der Reihe (3) ist als- 
dann 

Um denselben auf seine einfachste Gestalt zu bringen, schi'eibe 
man die Gleichung (4j zimächst so 

und (ranstbnnire jedes einzelne Glied nach dei' idenlibchen Glei- 
chung 

1 I I 

so erhält man 



und da nun in jedem in Klammern geschlossenen GUede die er- 
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steil ClicMlcr (lies('ll)en sind, wie dif zweiten diieder, nur iu um- 
gekehrter UrdiiuDg« uiid die Anzahl aller Glieder = it ist. 

Zur Uuiiuniiuiig von schreibe mau die Gleichung (5) 

und benutze die identi^iche Gleichung 

y f y L_\ 

V-y 1-2;' 

so erhält man 



^7«+! „'-'«•+-8 «2'^'^ 



_ 7 ?_ I 



welche Reihe zeigt, dass von dem Gliede y ^ an alle Glie- 
der sich zei'stören, sodass sie eiiic endliche lieihe wird. nän^Uch 



i y I r 4. g' I 1 >9" ' \ 



Subtr«|bin man nun dies von (6), so ergieht sich schUeasiich 

«— t 

Nun ist nach (3] 

sin* am u= \ 16 y ^ — frj sin* nx, 

1 

also erhält man 



sin^ am M = ^^^AäJ 1^^^ sm^ _ 

_ ,ß /^-JLV/-2- sin« — + sin^ ?5? 
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Dariii kauti iiiaa uocii statt der Quddrale der Sinus die Cosinus 
einführen, indem 

sin' im; s= 4 (X — cos 2nx) 
ist; danii erliait man 

* 

oder, wenn man der Küne wegen 
setzt» 

An merk. Aus sin' out u erliäit man aocb eine Reüie für 
— — , wenn man log sin «m 1» zweimal nach ti differentürt, 

«in* am u ^ 

denn man hat 

<r loir sin an m > 9 . •> 1 

also 

1 t? • 9 <P log sin am« 

sin* Ol» » mr 

Man brauch l also nur die Reihe för log sin am u zwefanal 
nach M 7A\ difTereiitiiren uud von der Reihe (8) abzuziehen, um 

dne Reihe für -r-J^ — zu erhalten. (Vgl. Fundamenta S 42*)l 

Bin* am n ^ " & n 

S 60. 

Vermitlebt der Reihe (8) erfaült man nun sofort eine Reihe 
lür £{u]; denn zunächst wird 

«». « = i - (i)' je- 8 ^ cos 7j ^ 
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und daraus ergiebt sieb durcb lutegration 

(«) *(-)■= [1 - « + H ^ rin 

Seist man darin zunficbst u^IT, w erbfilt man auch eine Reihe 
fOr das volistlndige Integral der zweiten Gattung E{IC) oder E, 
Es verschwindet nftmlleh der unter dem Zeichen £ stehende 

.Ausdruck, und man erhält, 

(10) .... Ä=[i-(iyc] *; 

oder wenn man für C »eine Reibe (7) subgUtuirl, 

llicitiirrh ist t'iii Mittel gegeben, £ aus k mit Hülfe vou q und 
M m berechnen. 

Nimmt man nun E als bekannt an, '.so kann man auch C 
durch E ersetzen» denn da aus (10) foigt 

1 - - 1. 

so erhlilt man aus (9) 

(12) . . -SM = ]f « + ^ ffp; -F- 

Den periodischen Tlioil dieses Ansdrncks hat Jacuhi*) als eine 
neue Function eingeführt und mit Z bezeichnet, indem er setzte 

(13) Zlu) - ^ Y^^-ii «n -jr 

welche die Stelle der Transcendenten E{u) vertritt und mit ihr, 

wie aus (12) folgt, durch die Relation 

(14) ^(«) ^ II + Z(u) 

verbunden ist Man liemerke zugleich die Formein 



*) Fundamenta. § 47. 
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Z{o) SS 4»; Z {JiC) = o. 
Z{u + 2ir) = Z{u) 

Z{—u)=s-.Z (m). 

Föhrt inaQ aucli in (8) die Gröeee £ statt C eio, indem 
aas (10) 

ioigl, so ei'häit man 

(15) sin»«-.« = (^y |f (/r-io - s ^ r:^.. - ^! • 



Seeluuselmter Almliiiitt. 

Keiiieneiitwickelang fttr die dritte Gattung. 



$61. 

Die elliptische Transcendenle der dritten Gattung Ist nach 
Jacobi's Beidcluiung (§ 201 



„ / X / A:* sin am a cos ama ^ ama sin* 
^ ' ^ l-^A* sin* AM asm* «NN 

0 



amudu 



Diir<^l> zweimalige Differentiation derselben nach u wird uvm auf 
sclioii früher in Reihen entwickelte Ausdrücke geführt. Man hat 
nanilfeb 

t*a\ d n( u, a) k* aia am a coa ama d am a sin* am u 
^ ' du 1 — diu* «Bi a »in* flJB » * 

und wenn man noch einmal dliferentürt» 

(P n {u, a) k* sin am a cos am a A am a 
rf»<* (t — üc* sin* a sin* «« m)* 

. ^(1 — m^am a sin'^ am u) 2 sin am ti cos amu ^ amu 

+ sin' am « sin' am ti cos oin tt ^ «m v | 

sin am a cos OffJ ?/ J am u sin «w; u ^-z/; r; mu n 



^ 2k 



2 



l — Ar* siu' am a äiu^ amu 1 — sin^ a ain^ «ww ' 



Digitized by Google 



Sae Absobn. XVI. Aeibenentwidkeliiiig fflr «e dnUe jGattuog. $61. 
uml daher ertiält mao nach den Formeia 4) und 5) des g 29 

.(17) i*^{8mflm(« + «)-- 8lnfl»(ii-'«)} 

. ^8Üi am (« 4* o) + sin am {u ^ a)y 

s |siD'a«t (« + ^) — sin^oift (u — a]| » 

auf welchen Ausdruck man »ogletch die Reihe (|5) anweoden 
kann, Indem man darin einmal ti 4> a und dann u — a stall u 

4 • 

seUt, beide AusdrOcke von einander absieht und mit ^Ar^ nrnlti- 
pUciit. DatJiuch ergicbl sich: 

Integrirt man jetzt zwischen den Grenzen o und ti, weil, wie aus 

(16) hervorhebt, '^- - ^^^ f«'' m = o verschwindet, so erhält man : 

und wenn man nochmab, wiederum zwischen den Grenzen o 
und u, integrirt, 

jr I 4« X. ff* nna 



4w xr* 7" 



«• . nnu . mra 

' Sin — js- sm 



In diesem Ausdrucke ist das erste Glied nach der durch die 
Gleichung (13) gegebenen Deflnilion der Functimi Z nicht» an- 
deres als tf Z (a), folglich hat man auch 
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J7(«. «) = „ Zia) - ^ . .-!L- (cos 



(18) 



— COS 



. »WM . nva 

siu -— Sin 



Per vorigp Ausdruck (18 ; lässt ein*» wicliüg6 Uoiwandluiig 
zu , mittelst elcber II {u, a) durch den Logarithmus eives un* 
eDcIlichen Products ausgedruckt werden kann. 



Es ist nämlich 



also 



3n , Ön 



ff 



«(1 - g'-J 



COS ».-r 



= cos «« + L cos II« + cos IMP 4- . , . 



(ifl) 



cos lU? 



= 3^— COS IMP + 



3n 



COS «a: H- > ^ COS lur 



Hierin kaun man nun jedes einzelne Glind summiren. Bozeicli- 
net nämlich A eine ungerade Zahl, so hat jedes Glied der vori- 
gen Reihe die Form 



— cos nx. 



Setzt man aber 

so ist 



In 



'— - e 

n 



oder, weil 



ist. 
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^ ^ ce« IMP e= — 4 log (1 - q^e"") — ^ log (1 - /c"**) 

= -4lag(l-/(e*" + e-'') + tf^*) 

. - 4 leg (1 - 2/ C08 « + V^^). 

SüLxt man uuii für A nach und nach^alie ungeraden Zahlen, so 
ei'liäU »au au6 (19) 

^ ^ 2., = - 4. log (1 — 2fl cosar + 

-rf «(I— V ) 

— 410g (1 - 2^'** cos + 

— 4 log (1—2«"' foft« + y") — 

— 4 ^log{l-.2f**~^co8«W*"^ 
^ -4i«g §(1-2«^*"*«««+^^^ 




Schreibt man also nua für x einmal ^L^l—l^ und dann ^ 
80 ergiebt sich aus (18) 

cx> 1 — 2^ cos — h^p-— H- ^ 
(20) J7M)=»Z(a) + ilog^ HfeH) ^ 4*-» ' 

1 1—2? eos -^-^ + ^ 

wobei bemerkt tu werden verdient, dass Zfihler und Nenner die- 
ses unendlirhen Products dieselben Functionen von resp. « — ä 
und «4-'* sind, wie die Function von m, «eiche df*n ociiMiii- 
scliaftliclien Nenner der in unendliche Produrte eüivHi kellen 
Functionen sin am u, cos am n, ^ amu hilckt. {IH} % 54. 
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239 



Siebzehnter Abschnitt 



Die Jacobi'sche Function. 



Wir sind nun an dem Pnncte angekommen, wo wir dieje- 
nige Function einführen liAnnen, weiche man nach Jacohi all- 
gemein mit dem Bin lislühon S bezeichnet, und die wir, weil die 
Einführung dieser Kum tion. durch welche sicii sannntlifhe ellip- 
tische Functionen ausdrucken lassen, zu den wichtigsten Lei- 
stungen Jacühi's im Gebiete der elliptischen Functionen gehurt, 
nach Diriehlet's Vorschlage die Jacobi'sche Function nen- 
nen wollen.*) 

Wir beCracliten. um zu derselben zu gelangen, das Product 



welches sowohl den gemeinscbafUiehen Nenner der Producte für 
sin am u, cos um », ^ amu biidet, als auch mit den Argumenten 
tr — a und » + « l» dem Ausdruclie (20) lilr 77 [u, a) vorliommt. 

Wir bezeichnen dasselbe vorläuüg mit F {u), setzen daher 



*) In der Gedächtnissrede auf Jacobi (Crelle^s Journ. Hd. 52) sagt 
Dirichlet: lUulcnkt iruin, das8 die neiio Function jetzt da« ganze Gebiet 
der elliptiscben 'JVan.seendenten lieherr.scht , tlnss Jacohi aus i)ir<'n 
Eigenschaften wichtige Theoreme der höliercn Arithmetik abgeleitet hat, 
und dass sie eine wesentliche IfoUo in vielen Anwendungen .s]»!clt , von 
welchen hier nur die vermittelst dieser Transeendente gegebene i ^arstel- 
long der Rotationsbewegung erwähnt werden mag, welche eine von Ja- 
cob i*s letstea and schdnsteii Arbeiten iüt, so wird man dieser Funetion 
die nXcbste Stelle naob den ISngst in die Wissenschaft Aufgenommenen 
EJementaitranscendenten einräumen mtissen. Auffallender Weise hat 
eine so wichtige Function noch keinen anderen Kamen, als den der 
Transcendente nach der zurälligen Beseiehnung, mit der sie suerstliei 
Jacobi erscheint; nnd die Mathematiker würden nur eine Pflicht der 
Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten, ihr Jacobi*s Namen 
beizulegen, um das Andenken des Mannes zu ehren, zu dosson 8chl>nsten 
Entdeckungen es fT^ehnit, die innere Natur und hohe Bedeutung dieser 
Transcendente zuerst erkannt zu haben* x 
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F{u) = (1 - 2« cos + ) 
f 

und Wüllen es in dnc nach den (Cosinus der Vielfachen von 
^ fortgehende Beihe entwickeln. Zu dem £nde suchen wir 
zuerst eine Relation zwbehen F{u-^2i^') und F{u) auf. Seilt 
man 

SO ist 

2 COS = (« + « j, 

also 

1—2« w>8-^ + « =(1— « <? ) (1— « « )• 
folglich hat man 



(j) 



( Jf {«) = (1 - « e''") (1 - fe'^'") (1 - 8><r^) 



Selzl man nun u + 2'^*' statt u, ho wird 

* aiC "~ T AT 

27rA" 



folglich 



2^1 = 2«i; Y 



Demnach wird 

(1 — ^« )(1— ) 

Es ist aber 

folglich hat man auch: 

und daraus ergiebt sich durch Vergleichnng mit (1) 
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F i^u + 2iA ') = — ~ e"^'"^. F («) 

oder 

(2) . . F(« + 2£r') = — y « ^-*'(«). 
NuD setzen wir*) 

F(u) = + cos ^ + 4, cos + -ig cos + 

und wollen vermittelst der eben gefundenen RelaUon (2) die 
unbestimmten Coefiicienteu A besünnnen. Setzt inaii Mieder wie 
yorhiii 

«. f x= i (e^« + ,-2»,. " 

SO ist 

+ 4^.*-=^+ 4-*,«-^"+ k^e-^+ .... 

Daraus folgt 

(4) _ 1 4 _ ^. ««« 

"'S?-" ^ 

""Sf* ""25-* — 

SeUeii wir ferner in (3) m statt m, so geht, wie wir 

geseiiea haben, e^** in qe^ und in Aber, folg^ 

Kch Ist 

(« + 20: ') = ^ -I- e'^^^^e^^^e^^ 

+V 

Da nun diese Reihe der Reihe (4) gleicii sein muss, so erhält 
man: 

- $ = ^* = + V^o 



*) Jacobi. Fnnclameiitft § 02 ff. 
D a r i f • t elii|>t. FMuctioacn. 



Digitized by Google 



242 Abschii. XVU. Die Jacobi'seke Function, g 62. 



4l = 
2q 2 



und demnach 

(5) - C08|^ + « 1 := 4«(l-2^ C08^ 

+ 2«^ cos - CO» + 2q'' cos - . . .). 

Die in multlpifcirte Reihe ist es nun, wdche Jaeobi als eine 

noiie Funrüon eiiigerülirt und mit ^ (u> bezeichnet hat, sodass 
die ,1 a (- ü ii i \sciic Function durch die loigende Gleichung defi- 
uirt ist: 

(6) © (») = 1 - 2g cos 1^ + cos - cos 



-f 2^^*^ cos ^ — . , . 



Darin sind die Exponenten von q die Quadrate der natflr- 
lichen Zahlen, und daher gehört diese Reihe zu den am stirlisten 

convergirenden Reihen, die es in der Mathematik iiherhaiipt giebl. 

Die .lacobi'sche Function ist periodisch, denn sie bleibt un- 
verändert, wenn man u + 2A statt u setzt, oder es ist 

a(ii + 2ir) := e(tt). 

Sie ist aber nur einlacii periodisch; wenn man das Argument u 
um 2»A ' vermehrt, so bleibt & nicht unverändert, vielmebr er- 
hält man aus (2), da 

F (u) = J,, S [u) 

ist, 

ni» 

(7) . . ö (« + 2»ir'} = — i « ^ e (i/). • 

Für specielle Werthe erhält man aus ^6) 

ö (o) = 1-2? + 2j^ - 2?» + 2«»« - .... 

(8) . W = H-2(/ H- 2q' + 2ir" + 2?" + .... 

&{^^ = 1 -2j* + 2y>« - 2^ + 2?** - .... 
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Wir schreiten nun znnächsl lur Bestimmung des von u un- 
abhängigen GoelBcienten Da derselbe jedenfalls von q ab* 
hängen wird» so setzen wir ^9 = 9 {g) und haben dann 

(9) ^ (1 - 2?^*^^ eos ^ 4. 2^*-'-^) 9 ö {«). 



Setzt man darin s== 0 und y , so erhält man 



1 

00 



Nun zeigen aber die l^leichungen (8), dass ^ (o) in ^ ^ 

fibergellt, WL^im man darin statt seUt. Daher hat man auch 
die Gleichung: 



und folglich 



IL 



00 



1 {1—9 1 {1—9 ) 

Nun repräsentiren ^ — 2 und 8A — 4 resp. die Zalilen: 

4A— 2.... 2, 6, 10, 14, la 22, 26, 30, 34, 38 

8Ä-4.... 4, 12, 20, 28, 36, .... 
Fügt man diesen noch die Zahlen von der Form 8A hinza, 
SA 8, 16. 24. 32 

so erhellt, dass die drei Formen 4A — 2, 8ä — 4. 8ä zusammen- 
genommen alle geraden Zahlen enthalten. Mulliplicirl man also 

8A 

den vorstehenden Bruch ün Zähler und Nenner mit 1 — q , so 

mrd man im Nenner lauter Factoreii vou der Form 1 — q" haben 
und erhalt somit 

16» 
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9 {9*) rt j_^2A 

Setzt man nun in dieser Gleichung anfs neue statt 9, und 
fahrt damit Tort« so erhfill man snccesstve 



9 (y* ) _ rj ^^g^ 
i 1 — < 



8A 

1? 



00 , 512A 

y (y*^^) irr 1 -9 . 



Nun convergirt mit waclisendem n zur Grenze Null, folglidi 

j — fj" zur Grenz«* 1. Ausscrdt'ni ist auch, wie aus (5) her- 
vorgeht, <p {0) = 1. Setzt man *la!ier ohi^v. GleirhnuKcii l»is ins 
üuenUliciie fort und mulUplicirt sie sämintlich> so erhalt man 

i 1 — q 

Demnach ist nun vollständig 

2Ä-1 ^ ar« . 4A-2x & («) 



(10) Ja£ (1— 2^r cos + V ) = 



Setzt man darin 11 = 0 und ui=.K, so erhält man die Werüie 
von ^ (o) » 9 (iT) audi durch unendlirhe Producle ausgeMckt 
Nämlich zuerst ist 

0 ;«) = _//(! -,^"-')' u-/*) = //(i (i-A 

oder well 



ist. 



1 * 2A 

1 — g 
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{i—9 ) ) 



das beisfit 

* 1+Sf 

Man erhält ferner: 
seUt man darin 

. , n 1 
1 + = 



so koiiiiiil 



1-U 



1— 



iNmi ist aber 



II ..A . wfj - n ^^^^ 



n . 2A 

abo auch 

und wenn man z ^ f anohnmt, 
daher erb§(t man 

(11) . . » (iT) = JJf . i-ig. 

Diese für 0 i'ol und @ (Ä') sich ergcljentleu imcndliflKMi 
Productc hab(M) wir aber ;J 54 (15) gcsclilosseocu Aiisdruckeii 
gleicli geluiiiitiii, uämlicli 
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folgUcfa ist nun, wenn man zugleich die Formeln (8) berück- 
sichtigt, 

\e (o) = l/— = 1 — 2tf + 2«^ - 2j8 4- 2tf«« — .... 
(12) \ " 

S 

Ehe wir zur Darsteliiing der eiliptischen Functionen durch 
die JarolH*8che Function übergofuMi, wollen wir an einem Reisptele 

aiit (Ich /(isaiiirnenliang dieser Function mit der Zahlenllieorie 
auftnerkstim machen. IHcser Znsaninienliang entstelil dadurch, 
dass man verniittelsl der Jacol)! sclieii Fmn lic>n zwei ganz von 
einander verschiedene Heihencntwickeknigen einer und der- 
seüien Grösse erhalten kann, und zwar Reihen, die auch nach 
den Potenzen einer und derselben Grösse fortschreiten. Dadurch 
ergeben sich Beziehungen zwischen denjenigen ganzen Zahlen, 
welche die Exponenten der einen Reihe, und demjenigen ganzen 
Zahlen, die die Exponenten der anderen Reihe bilden. Diese 
Betrachtungsweise ist derjenigen analog, welche Euler in dem 
Abschnitte: „De partUhne numerorum" A&r „IntroducHo in anttlysin 
infinitorum" anwandt'e, um durch Vergleichun»? der Exponenten 
einer Reihe mit den Coelfi« i«'nteii «lerselhcii Sat/e der höheren 
Arithmetik alizuleiteii . eine Iielrae)itini^s\\risi , ilie auch hei den 
aus der Theorie der elliptisclien Functionen hervorgehenden 
Reihen anwendbar ist. 

Die Reihen, welche >nr Iiier im Auge haben, sind baupt* 
sächlich die im $ 40 der Fundamente gegebenen, von denen 

zwei, nämlich die für und für ( J in» § 55 als Muster 
abgeleitet worden sind. Wir wollen nun die letzte derselben 

benutzen, um durch \ er^ieichuug mit ({er KeiUe {12) für V 

den Satz zu beweisen, dass jede ganze Zahl die Summe 
von vier Quadraten ist Da nümlich die Reihe (12) 



Digitized by Google 



AbschD. XVtl. Dhs Jasobi'scUe Function. % 63. 247 

j/'iä = 1 + 2ff + 25'« + 2g« + 2jr" + . . . . 

die Quadrate der iiatürliclieii Zahleo zu Expoiienleii hat, so wird 
die vierte Potenz dieser Reibe aus lauter Gliedern bestehen, 
bei denen jeder Exponent die Summe von vier Quadrat- 
zalilen ist. Wenn man nun zeigen Icann, daas die $ 55 (30) ab- 
geleitete Reihe 

(13) . •.(fy=^+«t^i+ii^'+Ä-^Ä-.+---] 

alle ganzen Zahlen als Exponenten enthalt» so folgl der zu be- 
weisende Salz von selbst Man muss also die in der vorstehen- 
den Reihe enthalteneu Bruche in ihre Reiben aufU^sen und in 

ilei dann oiitstplienden Reihe das Gesetz der Fortschrcitung er- 
inittelii. lhv< h if obi in § 40 der Fundamente mit allen 
dort vorkonniR'iidcn iUnlmi gclhau; die Aiisiahrung der Eot- 
wickelung bei vorstehender Reihe mag wieder als Muster und 
zur Erläuterung der dort vorkommeudeu Betrachtungen die- 
nen. 

Eniviickelt man in (13) alle Brüche in Reihen, so erhält 

man 

fi^ Y= 1 + 8)^ + + flf*+^' + + 

V«/ I -|-2r — 2y* +2«« —2?» -f. 

+ 5<?* + . 

+ 0/' - . 

+7?' + . 

-fV-h . 

(1^ = 1 4- 8 b + 3f?' + 4y3 + 3<y* + 6r 4- 12j« + 8?' 

H- 3?« + 13^» + . . .1. 

i'.s cnt.stt'hL aUo eine lU'ilu' , welche lu'iciist walirscheinlicli sinnnil- 
Ucbe l*otenzen von q «'ntlinlt. Da «s aber der Fall sein köjuitc, 
dass vielleicht bei irgend einer späteren i^olenz sicli die ('oel'ü- 
cienton auflieben, sodass eine oder die andere Potenz dodi in der 
Reitie fetden könnte» so müssen wir das Gesetz der Reihe auf^ 
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*8iielieD, weil zum Beweise unseres Seties «lies «larauf uiIlmhiii, 
nachzuweisen, dass in der Reihe (14) alle ganzen Zahlen als 
Exponenten vorkonnnen. 

Bezeichnet den Ck)efficienteti der Potenz q^, so ist 

kl nun zuerst n eine ungerade Zahl, so tragen nur die Glieder 

von der Form in denen p ebenfalls eine nngerade Zahl ist, 

zur Bildung des CoefBcienten hei. Es ist aber 

Soll daher eine der in dieser Reihe vorkoiiiinenden Polenzen 

gleich </" sein, so muss n ein Vielfin in s von p, oder p ein 

Divisor der Zahl n sein. Ks werden daher nur diejenigen GUe- 

p 

der von der Form zur Bildung von ^«9" beitragen, bei 

welchen die Zahl p ein Divisor der Zahl n ist, nnd zwar wird 

jede solche Zahl p ein und nur ein Glied von der Form pq ^ 
liefern, nSmlich dasjenige, für welches Xp = n ist. Der Coef- 
lleient ist daher die Summe aller derjenigen Zahlen p, wdche 
Bivisoren von n änd (1 und n selbst ndtgerecbnet). Bezeichnet 
■um also mit tp [n] die Summe der Divisoren von n, so ist 

Ist zweitens n eine gerade Zahl, und zwar von der Form 2^ 

wo p wiederum eine ungerade Zahl bezeichne, so können sowohl 



IM 



Glieder von der Form — auch als Glieder von der Form 
— ^ (wo m ungerade) zur Bildung von beitragen. Nun 



,2«. 

ist aber 



1— f ^ 



2m 



1 + ? 
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Eft nnisft daher in dem ehien Falle m so beschaffen sein» dass 

Am= 2V» anderen Falle so, dass 2hm ^ Ip 

werden kann, was in beiden Fällen nicht anders möglich isU 

ab wenn m ein Divisor von p ist, weü^jn und 2^ relative Prim- 
zahlen sind. Für jeden Divisor m der Zahl p aber wird es eine 

ileihe von Gliedern geben, welche etitwickelt die Potenz q P 
enthalten, nämlich nicht bloss die beiden oben angeschriebenen 
Glieder, sondern auch alle Glieder von der Form 

1 + 

in weichen |i den Exponenten X ' nicht übersteigt. Denn setzt 
man zur Abkürzung ^ =s a, sodass n = 2^« ai ist, so ist, weil 
man auch schreiben kann: . 

n =3 2^a m ^ 2*~^« 2« — 2^~*« 4m,.. ^ 2«2*""^« = «2*«i, 

> 

-■ =mf +mq + + mq +... 

2mq^ 2m ^ « Öw « **^«2i»i 



1 + 9 



2» 



2mg — 2«g +2«? —2mg 



4m g^* . 4w . 8»» , . 12«! . 2^~'«4m , 

— -z— Ä4i»ig — Amq -{-Arnq .... — 4mg 

1 + g 



g^"' "^ y'' " ,1-1 2»-'« ^A-i 2.2^'« 2 «2^-^ 



,— I =2 mg —2 mg ...—2 mg -f».. 



g^'^y^** 2 1» 2.2^« a^m 

j[— Ä2mg —2mg .... + 2mg — ... 

In der ersten Heihe haben alle Glieder das -|- Zeichen, in 

den folgenden erhält die Potenz g^d.h. q^ das Minuszeichen» ^ 

weil die Zahlen 2^*"^«, 2^~^a, .... 2« alle gerade Zahlen, 

also n ein gerades Vielfaches von resp. 2m, 4m, 8m, . . 2^~^m 
ist. In der letzten Reihe dagegen hat das betreffende Ghed das 
+ Zeichen, weil a eine ungerade Zahl ist, also n ein ungera* ' 
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desVii'iraches von 2 'n. Der Anthcil, den ein Factor m Y6n p 
zur Bildung des Goerficieoten ^„ liefert, ist bienach 

X i i 

m — 2« — 4« — 8«i....~2 m + 2»» 

. = m (1 2 - 4 - 8 - 2^^ * + 2^ 

Nun Ist aber 

1 + 2 + 44-8....+ 2*""^= 2^ - 1. 

also 

1— 2 — 4-8.. .-2**^* + 2*= 1 - 2V 2 + 2^ === 3. 

Demnach ist der AntlieÜ, den der Divisor m von p zur Bildung 

von beilragt, gleicli 3»». Nun (ragen alle Divisoren m dazu 
bei, und nur tliese; folglich ist, ^vcIln (p (pj die Simime der Di- 
visoren von p bedeutet 

dg>{p), wenn n — 2V- 

Dadin r!i ist dei' Cjx'flicieiit .Z^, ITir alle Fälle vollständig bestinmil, 
und da man alle geraden Zaiileu erhiill, wenn man die Formen 
2(2n - 1), 4(2« — 1). 8(2« — 1), 16(2« - 1) u. s. w. für alle 
ganzzahligen Werthe von n von 1 bis oo bildet, so kann man 
die Reilie (14) so schreiben: 

« 

(15) ....(^iy=i 

Hieraus «Miiellt nun, dass ^\irkli(•l» bi'i keiiuT l'otcnz dtT vorlio' 
genden Reihe der CoelTicient verscliwindet , soiulern dass dic^e 
Reilie alle ganzen Potenzen von q enthalt, ^iun folgt andrerseits 
aus (12) 

(16) . . [1 + 29 + 2/ + 2^" + 2q'' + ....]*• 

Demnach ist die vierte Potenz einer Reihe, deren Exponenten 

^ die (Jiiadrale aller Zalilnii sind, gleich eiiher Heihe, die alle Zahlen 
als ExponiMileii enüiält. Krlit;bt man aber die orstere Iteiho auf 
die vierte Potenz , so enlslfhl ein»; Ueilic, in vvelclier jedes Ciliüd 
das Product aus vier Gliedern der Reihe (16) inü» also die Form 
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bat» wobei ß, vgendvier gleiche oder veracbiedene ganze 
Zablen oder auch Null bedeuten. Jedes Glied der Reibe (15) 
imiss also einem Glicde von voriger Form gleich seiii; bedeutet 
also h irgend eiue ganze Zahl, so ist 

A == «« + /J» + y2 + d«. 



Achtzelmter Absclmitt, 

Darstellung der elliptischen Functioneu durch die 

Jacobrsohe Fnnction. 



S 64. 

Es wurde schon im § 62 bemerkt , dass die Jaeobi'sche 
Function die Grundlage der ellijiüschen Fuik lioinn bildet, in 
der Art, dass dieselben sich sämmtlich durch jene ausdrucken 
lassen. Dieses soll nun iui Folgenden näher ausgeführt werden. 

Wir hatten $ 61 (20) gefunden: 

a) « . z(«) + 4iog i l ni Jhnr^ 

1 — 2ff cos - + g 

und dann $ 62 (10) 

Hieraus lliesst zunüclist ein Ausdruck der Transcendente II durch 
& liämlich : 

(1) . . . . 7i(«,a) = «2(«).+ iiog^;;;--^J. 

Aus dieser Form geht sogleich der schon g 20 bewiesene Satz 
über die Vertauschung des Arguments mit dem Parameter bei 
der eUiptischen Transcendente der dritten Gattung wieder her- 
vor. Denn vertausdit man in der vorigen Formel u mit a, so 
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erliftlt naB, weil, wie sich aus der Reilie (6) S 62 für «(u) 
unmittelbar ergiebt, 

©(- t,) « 6(11) 



Ö(«-~a)=t^(«-ii), 

uad [biglich 

(2) ... 17 (w, a) — « Z(a) = /I(a, ti) — a Z(«). 
Setzt -man darin noch » = AT, so erhält man , weil 

ist. 

Wir hatten ferner (17) $ 61 gefunden; 

^^^''^ = ^/c'läü^am{u + a) - siaW(a — «)]. 

i^uhrt mau dariii die Function ^ slaU des Sinus ein, mdem 

k^9bj?am 2 SS 1 ~ J^amz 

ist, fm kommt 

^.'^ = - «) - ^«*(« + «)]. 

und wenn man von o bis » integrirt, 

du 

Nun ist aber 



l'zPamzdz = und £ (— z) s=s: — , 

folglich 

J^J^am (ti — a) cfti = E(u — «) + ^(a>. 



z/^öm (u + fl) <fti = (« -f ö) — ^ W- 



Demnach erhAlt man 

^(a) + 4^(1* - a) - 4i? (« + «). 



üiyuizeü by Google 



Ak8chji.XVllLUareleUiiiigd.eU.Pattel.diinAdJacobi'BchePiittet. 258 
oder weon man die Relation (14) § (H); 

beuuUt, 

'(3) . . = + -42(11 H-a). 

Iiitegiirt man diese Gleichung nun noclimale xwischen o und u, 
so ergiebt sicli 

« u 

n{u, «) = II . Z{a) + 4 ^'z(ii — a)di» — 4 ^'z(ii + a)du. 

Die Vergleirhiiiig dieses Ausdrucits mit der Formel (!) liefert 

nun auch eine Heziehung zwischen den Transcendenten Z untl ^ ; 
nämlich zunächsl eihaii man 

WM » 

Setzt man aber darin o = ti und bemerkt« dass 

M «4* A 



(4) • 



so folgt 



Jz{u Jz[z)dz ~Jz(z)dz 

m u ~ m . a 

J* Z{u — aj du => J*Z{z)dz — Jz{z)dz,*) 



tu 



oder, wenn man wieder ti statt 2ti schreibt, 
(5) 



Hieraus ili<'ssi /unnäclisi die Formel, verniitfelst welcher Jacobi 
im § 52 der Fundamente die l^uuctiou ^ eiugeführt iial, näm- 
hch 



ist 



*) Weil Bftinlich X (:) eine ungerade Function , also 
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0(tt) = &{o)e 



ferner aber erbftlt man durcli Differentiation auch Z durch B 

ausgedrückt, nämlich 

9 / . d , log B (rt) 

oder wenn man zur Abküi zuu^ 

dG(u) ^f, . 

setzt» 

. Kehren w nun noch eninial zur Formel (3) lurflck und 
schreiben in dem linken TheÜe demelben den aus der ursprfin^- 
' liehen Definition der Transcendenten 11 ($ 20) folgenden Werth , 
so lautet dieselbe so. 

= 2(<») + iZi" -")- + «). 

Vertauscht uiaa darin a uiil m, so entsteht, weil Z{— z) = — Z[z), 

Durch Addition heider erhält man also 

(6) . . . Z{m) + Z(«) — Z(M + a)=: ' 

, 9 . . am am u cos am a A am u -f- siu am a cosot» u ^amn 

Iramamu anmii a = — ^, , . 

1 — Hrnvramamn^amv 

s= siu am i4 siu am a sinoot (u + a) , 

wodurch das Additionstheoreiü tui /voile Gattung aufs neue 
abgeleitet worden ist. Setzt man (iariii a = if, so folgt, weil 
Z{iC) = o Ist, (S 60) 

(7) . . . Z{u) ^ Z{u + J^}^k^miamu}Aaam{u + 

Schreibt man diese Gleichung, indem man — « statt u einführt, 
in folgender Form 

Z{u) Z(K u) sin am u sin am (A — u). 
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so ergiebt sie auch den Werth von Z f&r das Argument ^» näm- 



Ucb, da sinawi ^ ^ J (S 10) 

Wir benutzen aber die Gieichung (7) noch in anderer Weise. 
Sie lisst sich nfimttch auch sclireiben 

#7/ \ Vi t Kf\ %\n am n <^.0B am u d log J am u 

Z{U) — Z{U -I- if) SS5 ^ — ss= £- 

Inlegrirt mau nun zwischen o und u, und benutzt die Glei- 
chung (5) 



aus welcher mit Berüclisichtiguog der ersten der Gleichungen (4) 
auch leicht die folgende 



sich ergiebt, so folgt 

oder * 

wodurch dann die Function z:/ am u durch die Jacobi'schc Func- 
tion ausgedrückt ist. Den Werth des allein voni Modul abhängigen Coef- 

fidenCen ^—r, erhalt man leicht, wenn man ti = IT setzt uiid 

sich erinnert, dass & ^2 A') = 0 (o), zJ amIC === k' ist, nämlich 

was sich auch aus den Formeln (12) % 62 ergeben hätte. Man 
hat also 

(8) . . . ^amu =/Ä'^^i^. 
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Dasselbe UesulUt hätte man auch aus dem uneodÜchen Pro- 
duct ableitea kdnoen. Deiio es war (10) S 62 

(9) » («) = 77 (1 - (1 - 2j^* «o.?f" + i ^^ 

Seltl man darin u + IT fikr so erhält man 

B {«.+ K)=]J{i- i") (1 + 2«-'*-^ cos^ + 
also 

oo 1 + 2^ cos „ -t" q 
A — 2g cos -f g 

und vergleicht man dies mit dfiii unendlichen Producl für tiwi ii, 
(1$) § 54, so ergieht sich sofort, wie oben. 



§ 05, 

Wir wollen '^nun auch in ähnlicher Weise ^(tf + HC'] bil- 
den und sowohl das unendliche Producta ak auch' die unendli- 
che Reihe daför ermitteln. Zuerst ist, wenn man 



nu 



setzt 



1 —2g eo6 2^'{-q &l — q {e H-e j+g 
Setzt man nun darin u + tl^ statt ii und bezeichnet ^^"^'^ ^ 

* A 

mit 0^1, so ist 

I it i K' a» ^2ia?i • 2m> 

(10) . . ar, s=r«-|- ; Statfj s= 2tap « * = g « . 

I^mnach wird 

1 — 2« (¥M2«i + ? s=(i — jr e )(1 — q e ), 
ahm 
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OO 



1 

oo 



Ferner ist aber: 

also 

oo 

-2,'*-' cos ar, + 

OO 

2»V?~'^ Sil! :r j>»/a ^ 2«'^^os 2a: + q\ 
Demoacb folgt nuo aus (9) ^ 

WIM 

[n)^±^ 2.* sin I»- m - cos ^ + /"i 
und folgüch 

» 1 — 2 COS ^ + 

Dieses isl aber das unendliche Produel, welches (nach (18) 
S 54) sin 4Mfi ti darstellt Demnach erhält man 



oder 

4 TCht 

(12) . . - • sin am ti = ^ e ' T ^ ^ 

Also ist aiu li sin am u , freilicli vorerst noch in imaginärer Form, 
durch die Jacobi'sche Function dargestellt. 

Oor^f e, eill|»l. Fanctionen. ^7 
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Um mm auch eine reelle Form tlal'ür zu eriialtt'ii, entwickeln 
auch die Reihe für # (n + iK'), Es ist ((6) $ 62} 

B[u) =s 1 + 2^(— 1)" Sf" CO« 2iMP 

t 

und daher 

oo 

@(„ -j- — 1 + 2^(— 1)" / ^ 
Nun ist aber 

2 OOS 2ii«i =a « -h « 

i- e'^* (wegen (10) j. 

Demnach erh&It man: 

—q [qe +^ )+ . . . 

= 1 — ff« +ff« — ff« + 

— 2ix , 2 — 4te A— 
— e +ff^ — 

Miiltiplicüa und dividirt man aber cHese A^he roll € , so 

erhält man 

e(ii+üO=« -jre +qe —g e + 

-fqe — ff c -hff « — / 

= 2ie~^f { sin x — g- sin 3 a: + ff^ sin 5a; — ff* ^ sin 7a; + . . .} 

=2ie~~"^{sina:— ^ff^ sin3Ä: + ^ff»* sin 5x 

— ^ff** sin 7a; + . . . .}, 
also wenn man nun noch mit multiplicirt und dividh% 

yq 

— ^ä^» sin7a: + ...} 

oder 
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Hieraus geht min hervor, dass 



t 

^ine reelle Grösse ist. Die vorslehende Reihe hat Jacobi als 
eine neue Functloo eingeführt, die er mit H{u) beieichnet. In« 
dem er setit*) 

(13) a(u) =>2\i/i«a ^^go «in ^^y^>ia^~ . . . . |. 

Diese Keihe conveigirt ebenfalls sehr stark, da die Eiponeutei) 
von q unter dem Wurzelzeichen die Quadrate der ungeraden 
Zahlen sind. Nach dem Vorigen hängen die Functionen H mid 
B dorch die Gleichung 

niu 

l/ae 2Ä' 

U4) . . . H{u) = ^-^, e^u-i^ik") 

zusammen. Fülirl man dies nun in die Gleichung (12) eio, so 
ergiebt sich 

(15) . . -. sinamM=s^ ^ 

Aus (11) aber erh&lt man if (k) in ein unendliches Product eiit- 
wfcltelt. nSmlich 

oq 

(16) H{u) =2y H l^'l ] srn.^ (1 -2q cos ^ + ^ ). 
Setzt man hierin endlich u -f- if für u, so eiliall mau 

(17) H(u-^K)^% h fl^ «»^U + cos^ + q^). 

Hierin ist aber das unendliche Product der Zäliler der EntwidLC- 
Inng fOr cos am u ((18) $ 54). Da nun folgt: 

t j_2^ cos^+fl 

30 ergiebt dch 

(18) . . cos fl« « = / ^ ^^^^^ — 



*) FtandamentA. § 61. 69. 

17 
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In eine Heihe entwickelt ergiebt sich aus {li) 
(19) . H {u +.A-) 2 {^9 cos 4- cog 

Eudlich folgt aus (14), weil ^ i isi. 



niu 
-2A' 



(21)1 



(20) . . Hiu-k- M)^\/^qe^'' e{u^ K ^iK'). 

Hiedurch ist nun erwiesen, dass auch sin am«, cos am« 
und ^ amu allein von der Jacobi*sclien Function abhängen, in- 
dem ihre Zähler Jacobl'sche Functionen mit den Argumenten 
M + ih", M -f AT + iE' und ti + sind. Alsdann erhält man 
eine neue Reihenentwirkelung für die elliptischen Functionen in 
Form von Hnirhen. clen ii Z;ililrr und Nenner sehr stark convftr- 
girende lleihen sind. iSänilicii es ist nun 
,/T Hiu) 

^ ^/fsin - l/Ö^BinZl^ + sin ^ 
* 1-2-? cos ^? + cos 2^ - 2«* cos 3f + • • 

k 0(u) 

^j"eos ^ + cos 3.^! -h cos 5.^; 4- 
1-2« cos ^ + 2«* cos 2^ -2fl» cos 3^ • • 



sin am 



74 



1+2« cos ^ + 2«* cos 2^ + 2«« cos 3^ + 

5= IT 

1-24 cos ^ + 2q' cos 2^ - 2«« cos 3^ + ... 

Durch die Jacobi'sche Function allein ausgedrückt aber liat man 

Sin am M = e -^W^ 

/—, . ^ 
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Es war ferner (S. 254y 

z W = Vrl 

und aus der Heihe (6) $ 62 für die Jacobi'sche Function erhält 
man durch Uiflerentiation 

^ (») ^ — {qsiü — + ^ »"*-jf } ; 

folglich ist 

Z (tt) == 



1 — 2^ co.< — -f- 2*r cos -j^^ 2r + . . . . 

Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (1) § 64 

n (u, a) = uz H + i log 11^^ 

für die drille Galluug die Reihe 

l — 2q COS — + 2?* COS — — - - . . . 
n{u,a) = uZ{a) + 410g — / 

Aus der Reihe (13) fiir H (u) folgt unmittelbar 

H [o] = 0, H{- u) - Uiu), II {u + 4A') = H (u) 

if (i# + 2ir) = — H{u), 
sodass mit dem Index 4A' [)erlodi8ch ist. Ferner folgt aus (18) 

' es war aber ((12) $ 62) 

mitbin erhält man mit Berücksichtigung des aus der Reihe (13) 
für H{u) folgenden Werthes von H (ATj 

H{JC) . . //*'^ = 2 {/f + + j/i^ + ....}. 
Da endlich auch ((12) $ 62) 

ist, so ioigi 
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oder 

1/17 l-2y + 2g« - 'V-|-V*->.. 

)ioüurch k uud uniuiUelbar aus q bereciiiiet werdeu kouiieo. 

wir miisRpn zitm Schlüsse dieser Betrachtungen noch einer 
ni*»rk würdigen Foniu»! Er\^ähnung thuii, welchr eine Art v<iu 
Kr eislauf In der Tliooric drr olliplischen Fuiidiuat ti »'nfhält, ver- 
möge dessen man von n ersciiiedeuen Seiten her zu aiieu Theilea 
der Theorie geiangea iiann. 

Wir sind in den früheren Uotersuchungen nach und nach 
zu folgenden Relationen gelangt 



II 



Z \uj du 
E{u) =J ^ amu du 



Daraus erglebt sich successive 



Ä^U) z=z k J ^(„^ J du 

Z(u)=^k J \^-Bj^) du--^ 

ü 



0 0 

(22) . 6^(m) = e^oye. 
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I 

Dieses ist die oben erwähnte Formel; sie zeigt, dass man. von 

der Jacobi'schen Function ausgehend, durch eine iuiissige 

Anzatil analytischer Operationen wiederum aui dieselbe Function 

zuröciLlKommt; sie zeigt ferner, wie man von dem Bruclie ^J!t^ 

aus, welcher die Funcliou z/ am u darstellt, /nr Jacobi'schen Func- 
tion, also zu dem Zähler und Nenner dieses Bruches gelangt. 
Kehrt man endlirh diese Formel um, so ergiebt sich auch eine 
Andeutung des Ueges, wie man von der Jacobi'schen Fnnclion 
aus zu den einrachen elliptischen Functionen kommen kann. Aus 
(22) foigt niimlieli 



also 



und 



* - L J.' 



e(«) 



K rf«» 

Srt/t man darin, um auch die ('onstanleii dnieh jdie Jacobi'sche 
Function auszudrücken, ti = o, so ergiebt sich 

1 

also 

Führt man darin die Function Z ein. Indem man zur Ab- 
kftrning selzt 

<i2L£W = z(«). ^ log e (u) ^ilM^^t H 

so kann man die vorige Gieichung auch so schreiben 

Af* sin« am K = Z' (o) — Z' (w). 

Wir wollen uns hier mit dieser Andeutung begnügen ; die 
weitere Ausführung de» Gedankens, die Tlieorie der eiiiplischen 
Functionen von der Heihc, welche die Jacobi'sehe Function dar- 
stellt, aus zu eütw i( kt In, wie es Jarolu in seinen Vorlesungen 
zu Ihun pilegte, win-de weit fd)er die Grenzen dieser Schrift hin- 
ausführen. Ueher die Natur der Jacobi'schen Function möge aber 
nocli das iiinzugefugt werden, dass dieselbe eigeutUcli eine Reihe 
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von Exponenlialgrösseii mit (|uadratischea Expoaen- 
len Bildet man nämlich die folgeude Heilte 

-f- CX) 

— oo 

in welcher a iiiid c als coiislant, z aber als veraiulei lieli iictrach- 
tet wird» und setzt dariu 

a j c 

e = A, c = z = ta:, 
SO Vemandeit sie sich in 

V' + = ^* eo?'te, 

wobei >von dem h ^ o entsprechenden Gliede nur die Hilfle zu 

nehmen i^t. Sic gelil lialici uutiiiLlelbar in die Jacubi'scbe FuncUun 

d («) =: 1 ^ 2« OOS ^ + 2^^ cos - 2?" cos ^ + ... 

wu 
K 



Ober, wenn man a: = und A sss (— 1 )^ setzt. 



NexmzeliiLter Abschnitt 
lieber die elliptischen Transcendenten der dritteB- Gattw^. 



S 67. 

wir gehen nun zu einer geirduerca lieLiaclilun^ der ellipU- 
«rhen Trnnsrendenten der drillen (laUiinfj, namenlÜeh zur Unter, 
suchung df I verscliiedpiicn. hei ilir zu unlerscheidendeii Ffdlc uImt. 

Das elliptische lulegral der dritten Gattung halte nach Le- 
gendre die Form 

9 
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und wir haben § 20 gesehei), dass es mit der Jacohi'schea Trans- 
cciidtntcn II in der Beziebuug 

dtp , tgama 



stellt, i\emi 



=5s ti und fi s Ar^ aui^ am a 



gesetzt wird. Die Grosse n fctinnte sowohl reell ab auch ima^ 
n^r sein. Wir behandeln' nun zunächst den Fall eines reelleä ii; 

dann erhellt, dass der Parameter a mir dann reell ausfallt, wenn 
w ein nefrativcr echter Bruch ist. <ler zwischen o und — /f^ liegt. 
Ferner enU|)reclicu einander iolgeude Intervalle: 

sin am a zwischen 0 und 1, n zwischen o und — k'^ 

smama „ 1 „ » „ — Ar^ „ —1 

i 

sin am a „ "jf »» »» »» — ^ 

sifl «m a rein imaginär, n positiv. 

iViun wachst alicr a von 0 bis A\ wenn am a von 0 bis 
l' zuninuiil. Wird sin am a grösser als 1, so zeigen die For- 
meln (S 10) 

sin am [tu + A) = ^ = 1 ^ ""'^ ~ 

sin «//t [iK* 4- Ä') = ^- , 

dass a in die Form iu + iSf übergeht, in welcher u von 0 bis 
K' wächst, während sin am a von 1 bis y zunimmt. Wird nun 

sin am a noch grösser als so zeigen die Formeln 

sin am [K + iK') = i, sin am [u + iK') = 

sin am t'Af' = oo, 

dass nun a in die Foi^m u ^ iK' übergeht, in welcher « von K 

bis 0 abnimmt, während sin am a von i bis c» wächst. Also 

k 

hat man lolgeBde entsprechende Intervalle: 
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sin am 0 swischen (T und 1 ; a zwischen 0 und IC 

üüoma „ 1 „ a „ M „ A + liT' 

sin am a j „ <x>; a „ K-^^ÜC* „ iK\ 

Wenn endlich sin am a rein imagin&r ist, so nimm! wegen der 
Formel 

sin am (iu, k) s=i iig am (u, k') 

a die Form tu an. IDeraiis geht nun hmor, dass man für die 
verschiedenen Intervalle, in denen n liegen kann, folgende Werthe 
für n zu setzen hat. 

1) n zwischen 0 und — /r^ ; n s= ^ A:^ sin^ am a 

2) « „ -r**M —1; n = — ^2 sin2 am (m H- A') 

3) « n — 1 „ — oo; n Ä — sm' am{a + iK') 

4) Ii „ oo „ 0; « = — sin' am In, 

wobei dann a in allen >ier Füllen reell ist. Logendrc*) bat 
gezeigt, dass man die !>ri(ien letzten Fälle auf die beiden ersten 
rednciren kann. Wir kommen darauf unten zurück, zuvor aber 
wollen wir die in allen vier Fällen dienlichen Formclo zur Ver- 
wandlung der Legendre'scben Form in die Jacobi'sche zusammen- 
stellen. Es kommt dabei nur auf die Werthe des Ausdrucks 



- an, vveini an die SUille von a die Argumente ia K, a-^-iM' 
jj ama 

und M treten. Da man aber nach den Formeln des § 8 und 
10 hat 

Jamiia-^K) k'* sin am (o, k') cos am (a,7} 



am (a-\-iK ') tg 



(im a 



d am {fl-^iK ) ä ama 

tomslff _^ . sin am. (a, k') coa am (a, \t) 
d mnia d amia^k) * 

80 erhalt man folgende KeUuctiuualurmeln : 

1) n zwischen 0 und — Ar'; n s — Ar' sm' am a 



. tff am a n I \ 



(l-f-nsin* qp) ^7 ' dama 



*) Legendr e. Exerciceit L pag. Od ff. Traitc 1. Cbap, XV, 
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2) H iwisehen — und — 1 ; n — Jfc' süi' am (te + ^) 

/dq> , ^am(a,k') . , g.^ 

,-YT — . . . . = tt+ nB-; ^ .1. — 7— ivr Iii (ll,ia+A) 

0 

3) n zwiMben — 1 und — od; ji 0 — A;' sin' am (a 4- i^') 

yrfm tg am a j-, > . . r.A. 

a+«ri..»)^» = "-i^ i7 (». a + .A J 

0 

4) n posiliv; » = — ä-^ sia* am ia 

i dtp , ain am(a, k') cos am (a,k') , n t *\ 

wobei iQ aOen Pillen J^ss u gesetzt ist. 

Wir behandeln nun noch den Fall, dass die Grtae fi sellMt 
imaginär ist, und werden zeigen, dass man dann dieselbe auf die 
Form — /f^ sin^ am {a -\- ib) bringen kann, wo a und b reeii 
sind.'*') Es sei 

eine beliebige com^ilexe Grösse; man setze 

— [p + iq) A> sin^ am (a + 

also auch 

— (p — «g) = ifc« sin» am (a — »), 
dann foJgt zunächst 

^ + (P ± •?) = ^ cos» am (a + 
1 + (P ± = (« ± »fr).' 

Setzt man nun femer 

— p — s= ()2 (cos 2« + t sin 20) 
+ P -i- = P*^ (cos 2^' H- » sin 2d') 

1 + p + ffl ^ ^"2 (cos 2r + 1 sin 20, 

so Icann man 9', q \ 9, ^, 0^ ans den gegebenen GrAssen Ar, p, q 

besUnuiien. Alsdann ist 



^) \^\» Rieh et oi. Darstelhuig einer beliebigen gegebenen Qröaee 
dnrcb ein am {u'\^w, k), €relle*9 Joozn. Bd. 45. 
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k sin am (a + t&) = ^ (cos d -f i üir 
kQmam{a + ib) s ^' (cos 0^ + i sin ^} 

am (a -h i%) = (cos T + t «In ^ 
k sin am (a — ib) == p (cos ö — i sin Ö), 
Ar CO« am {a — ib) = q (cos ^ — t sin 
Jam(a^ ib) = p" (cos ^ — t sin^. 

■ 

Da uuit 

2« = (« + ib) + (a — »ft) 
26i = (ö + ib) — (a — i6) 
ist, so erhält man nach den Fundamentalformeln (§ 27)« 

, . sin am u cos amvJamv*: sin am v cos «a« u J ttnu 
* — ' 1 — Ar »m* am k biu" am » 

, , . cos am u cos «t;/i sin am u sin am v J amu J amv 

cos am (w + t?) = i — r-i ^1 

' 1— «* sui* am« an* am V 

qqq" cos + i sin($— 9'-0 
sia am 2a == ^— ^-^-^ 

, qqq" cot 4- i 

"t" 

also 



sin 



am 2a pTI^* ^ ' 



und auf diesrihe Weise 

sin am 2bi == — sis — - . . ^ i 



cos am 2« = 



cos am 2bi 



Demnach 



Selzt man aber 
so ist 



2PP P _ t„ 2a '^g^ ^ = sin 2« 
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also, wenn man üeh erinnert, dass (§ b) 

(g am 26f ^ t 8io am {2b, Ar') 

ist, 

tg oj» 2a = tg 2« cos — — 

sin am [2b, k' ) = sin 2« sin (ö — — ö"), 

wodurch a und b gegehca sind. 

S 68. 

Zur Erledigung alh r im vorigen § autgcsk'Uten Fäiie be- 
dürfen wir jetzt der KcMintniss der Functionen E, Z und ^ für 
imaginäre Argumente. Ehe wir aber zur Ermittelung derselben 
fibergehen, haben wir zuvor einen wichtigen Satz abzuleiten, der 
von den voUsttndigen Integralen der ersten und zweiten Gattung 
gilt und von Legendre herröhrt. Bezeichnen nämlich K und K' 
die Tollatindigen Integrale der ersten Gattung mit den Moduln Ar 
und k\ ferner B und B* die voihtändigen Integrale der zweiten 
Gallung mit denselben Moduln, so hal Lt'gendre*] bewiesen, dass 

(A) iT'Ä + KB'— KK' =: |- 

ist 

Wir betrachten K und E als Functionen von A-^ nii<l suchen 
zunächst ihre Differenlialquotieuteu nach k- auf. Dazu sei der 
Kürze wegen 

k'^ = c, k"^ = c' 
gesetzt, sodass auch « 4- = 1 Ist Dann ist auch 

de 

Man bemerke zugleich, dass, wenn f [c] eine beliebige Function 
von c ist, man auch 

de' dSc 
hat. Endlich mertce man auch gleich die Formel 

d{ee') 

Nun ist 



•) Legendre. Exercicos du calcul intin-ral. I. pag. 61 ff., uud 
Traitö des fonetions elliptiques. I. (Jlmp. XU. XI il. 
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"~ J Vi—» siii" » j ^ 

i ? 
E Ä J^V^ — ^ sin* 9 ^ J ^* 

und analog 



jt 

T 2 



Daraus folgt 



ir 

2 T 
dJT . I sin* (pdq>^ i t9\vf^>dtp 



üin diese Integrale durch if und ^ auszudrücken, setze man im 
ersten 

80 erhält man 



iL " 

2 2 



de ^ V^J dß9 Z/^Jdv 
INun fanden wir § 22 (54) 



5P 



^9 FTjy "Ä**"' 



Demnach ergieht fiich 

T 

'dqt E 

und dann 

de 2c* 



2 



Der Ausdruck für ^ crgiebt sich unmittelbar aus der § 18 



de 

(36) gefundenen Formel 

Jy *• 
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nämlich 

de Äo • 

Aus (Ij und (2) ergiebt sich noch 

Man kann nun aus (l) nod (2) zwei Differentialgleicliungen her- 
stellen , von welchen die ehie nur K, die andere nur E enthäll» 
indem man n&mlich beide aufs Neue nach e differentiirt und dann 
einmal E, das andere Hai K eliminirt. Durch DifferentlaÜon von 

(1) folgt 

<fc* — Sc? de «Sc« 2c & 2c^ 

uud wenn man darin die Wertlie von -r- und — subsütuirt und 

do de 

redudrt 

dl* ~^ 4cV ^ 2^2«'« ^• 

Um nun lueraus E lu diminiren, lieht man aus (1) 

c — c aJT c — c Kt c— c 
cc 



uod addirt man dies zur vorigen Gleichung, so ergiebt sich 

ri*A- , c —c dK_ K 
de* ee ' de 4cc' 

oder 

(4) . . . 4CC' ^ + 4(c'-c) ^ - Jf = 0. 

Dieses ist eine lineare homogene Differentiaigieicbuog zweiter Ord- 
nung, welcher IC ais Function von c genügen nius$:. Denkt man 
an die Stelle von E irgend einen anderen Buchstaben gesetzt, 
B, ae, so ist also x ^ K eine Ldsung dieser Differentiaigld- 
chung, aber nur eine particuläre» weil sie keine willkürliche 
€on8tante enthält. Nun ist aber leicht zu zeigen, dass auch 
X =z K' eine particiiläre Losung der nandii lien Glei( Imiit^ ist, 
d. h. dassÄ" ebenl'alls der Gleichung; (4) genügt. Da namiirh A ' 
dieselbe Finirtion von c ist, wie f{ von r, so >vii(i die Gleichung 
(4) ihie Gültigkeit nicht verlieren, wenn man c mit c und zu- 
gleich K mit K' vertauscht. Demnach hat man auch die Glei- 
chung 

4«'^-4(c'-c)f;-r = o. 
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Nun isl aber, wie oben bemerkt» wegen / =:=: — 1 

de 

de de Ic^ rfc« • 

folglich ist auch 

(5) . . . . 4cc'i^' + 4(c-c)^^-'— ^-' = 0, 

d. h. es genügl auch A ' der Difl'ercntinigicirluing (4). Da nun 
diese linear und homogen ist, so lässi sich auch die vollsti^ndige 
Lösung angeben« nämlich, bezeichnen a und b zwei wHlkürlicbe 
Constanien, so ist 

die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

^ f d^& . t / r \ das ri 

4^ ;5ter + 4 (c - c) ^ — ar == 0. 

Ebenso tSsst sich auch eine DilTerentialgleichung für E auf* 
stellen und vollständig integriren, was liier, obgleich es zu unse- 
rem eigentlichen Zwecke nicht nothwendig wäre, gleich mk an- 
geschlossen werden mdge. 

Durch Differentiation der Oleichung (2) ergieht sich 

E—K I d{E — K) 

d (E A' ) 

und durch Substitution des Werthes (3) von — — - und Re- 
duction 

d'E _ K _ 1-f-c' 
de» "~ 2c» 4c»c' 

Addirt man hiezu die aus (2) fliessende Gleichung 

l_dE _ ^ 

c de 2e« 2c»* 

so folgt 

ifiE . \ dE E 



oder 



de* e de W 

. r d^ F. . . > äE . 

4*^^ T^e^ + 4C ^ -h ^ = 0- 



Dieses ist die Differentialgleichung, von welcher y = E eine par- 
ticuläre Lösung ist, wenn mit y die durch die Gleichung zu be- 
stimmende Function bezeichnet wird. Ihr genfigt aber nicht auch 
man kann Jedoch, um eine zweite partleuläre Lösung zn 
finden, die Gleichung (1) benutzen, die sich auch schreiben ISsst 
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E = %ce' ^ + e'K. 

Setit man darin nftrolich ff nnd x an die Stelle von E und JT, 
80 ist 

f 

und diese Gleicliuiig kann man benutzen, um aus den lieiden pnr- 
ticiilären Werthen vcn x die entsprechenden von y zu finden. 

Für X = K ergiebt sich näiulidi wie natürlich y s=i E, für 
.T = aber crliält man 

oder weil 

fa\ dK' dX* E* ' 

W • • • • &■ — ~ ^ — 2^' ^ 2^ 

ist 

y = ^ JT + «ÜT' + ' ^ MT* ^ E". 
Demnach ist if' — die zweite |>articuläre, und 

y = «1^ + d, (Jir' — JT) 
die vollständige Lösung der DÜTerentialgleichung 

mit «leii willkuriicheii Constanlcii aj und //j. 

Um nun zum Bewcisp der Gleichung (A) zu schreiten, keh- 
ren wir jetzt zu den Gleichungen (4) und (5) zurück, die wir mit 
einander combiniren. Multiplicirt man nämlich die erste dersel- 
ben mit JfT' und die andere mit E, so ergiebt die Subtractlon 
der Producte 

dc^ - -«^ 1^) + - de - d^) =^ 

Bemerkt man nun, dass 

df^ die* . de 

de 

ist, 80 sieht man, dass die vorige Gleichung links ein vollstän^* 
ges DUferentlal hat. Bezeichnet daher C eine constante, d. h. 
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von c oder k'^ UDabliängige, Grösse, so erlitt maa durch Inte- 
gration 

Subsütuiri man darin die in (1) und (6) ermittelten Wertäe 

de 2ec' 2e* de 2e 2ee' 

SO ergicbt sich nach einigen Reductionen 

K ^ KE" — KK' = W. 

Hiemit ist zmiftcliBt bewiesen, dass der Ausdruck K'E-^ KJßSK* 
einen von dem Modul k unabhingigen Werth haben, also einer 
absoluten Zahl 2C gleich sdn muss. Um die letsstere su finden, 
kehren wir zu den Integralen zurück. Denn da 

n TT 
T 2 

ist, so erhäll i^an 

I* » n n 



-j'zj 



JC 

2 

dtif 



ä (1/;. *') 

Weil aber die Variabein 9 und ^ von einander unabhängig sind, 
so g^en die Producte der integrale In Doppelintegrale Ober, und 
man hat auch 

n n 

Dieses Integral muss nach dem Vorigen für jeden Werth von k 
denselben Werth besitzen. Nan braucht seinen Werth daher nur 
für A: SS 0 zu ermitteln, dann ist 

k' =a 1, =^ 1, .Äf k') == cos ^; 
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also 



n n 

TT t 



2C ss: I j i os ^ rfqp = ^ / cos ^ = Y , 
ro.^... ^ i Leiseo war. 

Wir gehen nun zur Bpstimmung der Functionen 2 und S 
für die ArgunwMite t«, tu -J- A und w -J" '-^ über*). Nach der 
Deüoiiiou $ 18 ist 



tu 



£ (im) =J ^^am zdz. 



oder wenn man z^w setzt und die Formel (12) § 8 

. dam (v, Ar*) 

jd am w ==i \ .K 

eo8inii(v,lr ) 

anwendet. 

Setzt man darin nach § 3 

^ am (», k'} = k'^ -|- /r'* cos^ am [v, k'), 
SO erliSlt man 

u 

^ ' f C08» am (o. A J ' • 

Naeh $ 19 (40) aber ist 

folgücli wird: 

£{m) = ttgam(«,Ar')4lam(tt,/r') — i\£(tf,Ar') + m. 



*) Jaoobi. FoadsmeDtft oov» S 56 ff. 

18* 
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Führt man darin nun die Function Z ein, so ist nach $ 60 (14) 

E {iu) = t ^ w -f 2 (iw); £ {u, k'] = M 4- Z («, Ar'), 
also erbfilt man 

f I II + Z := f tgam (u,k') Jam («,iSr') - < ^ « -tZ(ii,Ar')+tii 

(F E' \ 

Nun ist nach dem im vorigen § bewiesenen Satze 

£ , ET ^ EK' E 'K — KK' 

F ^ KK' tKK'* 

folglich wird 

(1) I Z (lu) = — ig am (m, k'} J am (m, Ar') -|- -j- Z (w , Ar'), 

welches der gesachte Ausdruck ffir Z ifu) ist. 

Daraus folgt durch Integration sogleich B [iu). Es ist nim- 
lieh § 64 (5) 



aisu 



und 



J'z[u.k)äu^\<^§0} 



Da nun ferner 



— ig am (M, Ä^) ^ am \u, k ) = — « — ' 
ist, so erhält man aus (1) 

oder 

«II* 

Hieraus lassen sich zuerst unsere fruiieren Formeln für 
0 (tt -h iK) und ^ (ii + 2'ir') nochmals ableiten. Durch Sub* 
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* 

stittition von u + A ' für u uiui nachherige Vcrlauschung vou tu 
mit u ergiebt sicii wie oben 

inu 

(3) 0 {wt- = '-^ e~ '^^ Aa am u . e {u), 

und weDD man nochmals ii -f liT' slatl ti setzt, oder auch ia (2) 
u + 2ir' statt « subslituirt, 

imt 

e{u + 2a:'j ;= - i e * 0 («). 

Diircli DivUiuii mit & (o) und logarUlimischc DiQerentiatioii ioigl 
dami: 

(4) 

( z(« + 2fir') = - ^ +z(«), 

woraus auch iiocü die bpecielleu Formeln 

0{2iK') ^ - - 1 Z{%iK') = - •^*) 

fliessen* 

Ei»- Ausdruck .für 8 (w H- iK') ergiebt sieh, wem man in 
der Formel (8) S 64 

tu für u setzt, und aubser der Formel (2) auch noch die Glei 
chung 

^ /. » J um (m, k') 

^ ' cos mn (u, Ä j 

anwendet. Dana wiiii zunächst * 

^ * ' r A cos am («, A ) ^ ' 

ako ivemi man mit & [6] dividirt und (2) einsetzt 



Micnach ist der Druckfehler in §57. ö) der Fundamenta in Ter- 
bessern. 
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« 

oder da auch 

ist, 

* • Bio) — r T * e(o7*'r ' 

Man bemerke dabei, dass wach (12) § Ö2 

e (o) = also ö (a,^) = 

und folglich 

, ist. SubsüLuiiL uiaa dies noch in (5) und so erhält uiao 
auch 



(7) e (w + —}/^ «""^^ («*. *') Ö 

Nimmt man in den Formehi 5) nnd 16' die LiOgarithoMn und 
difierentiirt, so eriiält mau Z (w + if), DämÜcti 

(8) . . iZ {m^K) = ^ + / (tt + JC\ k) 

— k'*tim9m(u, k') eoa (k, Ar ) , « .^ 



»70. 

Narli diesen Vorbereitungen keliren wir nun zu den im 
^ 67 aufgestellten vier Fällen zurück , und wollen /eigen , dass 
sich der 3(e niul 4te Fall resp. auf den Isten und 2leu re- 
diiriieu lässt. Den Ansgangspunct bildet die Grundformel (1) 
S 64 

(9) . ... i2(«.«) = "^W +iAog|g^. 

Nun war im dritten Falle der Parameter a + üf'; für dcnsehien 
ist daher • 
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(10) n (-. « + iic-) ^uzia + ar') + 4 log 



Aus (4) und (3) des vor^en % aber Tolgt: 

2k 



Z(a + lÄ") = — öj^ + '^'^'^o a ^fama + Z {a) 



e (a + ti + iA:') = ^ e an«« (« + m) @ (a + u), . 

mithin da 

e (« — tt 4- lA") = 0 (« — a - lA ') 

ist, 



Dieses nuu iu (10) subslituirl, giebt 



n (ii, a -f i^') = — + M colg am a ^ am a 4- uZ{a) 

+ fh * 8inflni(«+u) » 0(t/4-ö) ' 

und wenn man die Formel (9) noch einmal anwendet, 

(11) i7 (u, a -j- lA ') = n \u, a) + u COtg «m a z/ rtw « 

sin «OT (a — «) 



+ 4 * 

wodurch der erste und dritte Fall auf einander reductrl sind. 

« 

Um zur JltiliKlioiislormcl für den 2len und 4ten Fall a« 
gelangen, setzen >vir in (9] zuerst a •\- K statt «, dann wird 

(12) iZ («. « + A-) ^uZ{a + K) + 4 log 



Z (a + AT) = + Z{<i) 



Da nuu aus (7j und ^8; )^ 64 

^ am a 

Ö + « 4- A ) = «IM (a + 11) 0 + «) 

folgt» 80 erhält man 
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ü {«, a + ir) = - II + « Z («) 

sin Ol» a cos ama 



4- I log ^^^^-"l 

Id dieser Forme! tietie man nun fti statt so folgt 
(13) /2 (u, ia + JT) iZ (II. i«) - II 



Nun Ist aber {(25) § 27) 

Jam(ia^ u) _ d am ja am u -\' k*^ sinamia cos gy» m sin r//« j< cosamu 
^am(ia-\~u) ^omia/famu-^ sinamia cos am la biuamu coaamu' 

oder weil nach § 8 

sin am MB s= i tg am («, ; cos am w = 



I 



^ . z/ fftn (n, k') 



cos am{a,k) 

cos a/A (o, 



Jamiin ^ ^/ w ((i,k')J um u -}- /A'^ t g ( . ) s i » /? m c o8 ^ m ?/ 

^ am {ia -f- u) «/« {a,k)J am u — it^ tg o/» (<*, A j äin rmic cos am «" 

Da ferner 

i log ö f arc tg 
ist» so erhdit man 

2/"« ^am(w+«) - » arc tg | ^m» 1 * 

Ebenso wird 

^ a« ia JamiOtF)' 

Setzt man nun zur Abkürzung 

so wird 



4 log ^«-(f~"> =^ arctg U 



A^sin r/m ta cos «im £a . . 
: SÄ trf. 
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and man erhftit dnreh Substitution dieser Ausdrücke in (13) die 
gesuclile Ueductiousformel für den 2ten und 4li'ii Faii, nämlich: 

(14) lil (tt, la + Ä ) ==t i7 (ii, w) + i< tt— arc lg (A — — )• 

Legendre hat die elliptisdien Integrale der dritten Gattung, 

je nachdem sie dem Isten und 3ten oder dem 2ten und 4ten 
Falle angeliöreii, dunh Ix'soinlere ISaiuen unterscliitcl*'»: und 
zwar, weil in i\vr Ilediulioiisrormel (11) für den Jijten uiiil 3tcn 
Fall ein Logarithmus voikoinml , so nennt er diese Klasse die 
loga rieh mische {Integrales a parametre logariihmique) ; die an- 
dere Klasse dagegen» welclie dem 2t('n und 4len Falle angehört» 
heisst wegen des in der fteducüonsformei (14) vorkommenden 
Arcus Tangens die c i r c u I r e (Integrales a paramitre etrcvkdre) % 

S71. 

Wir haben oben § 67 gesehen, dass, wenn die Grösse n 
Legendre's selbst imaginär ist, der Parameter complex von der 
Form « + f6 wird. In diesem FaUe kommt also das Additions- 
theorem zur Anwendung, und zwar dasjenige für die Parameter. 
Wir schreiten zuerst zu einer neuen Ableitung des Addilionstheo- 
remes für die Argumente. 

Aua der Formel (9; des vorigen § erhall man 

{".«) = •' 2 w + i'^s 

i7(,.a) = .2(a) + 4 log 

und wenn man die letzte Gleichung von der Summe der beiden 
ersteren abzieht, 

(15; n (m. a] + n [v, tt) — n > + a) 

~" ö(i»+a)Ö(»-ffl)Ö(«+i»-a)* 

Damil ist die Form des Additiouslheoremes , wie es in § 34 ah- 



Legendre. Traittf des Fonctions elliptiqnes IIL p. 138. 
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geleitet wurde, bereits hrrgestellt; es kointiiL tiur uoch darauf au, 
die unter deia Logarithmus steiieude Grösse durch elliptische 
Fuiicüoneii auszudrüclien. Dazu bediirfeii wir einer Kelaüoo» die 
sich aus der Gleichung (3) des § 64 ergiebt. Wir fanden 

Inlegritl iiiaii diese Gleicliung nach ihm i'aiauicUr a zwischen 
den Grenzen o und a, so erhält mau 

A « , ff • 

J - da=J*Z (a) da + ij'ziu'-'dlda '^ij'z [u -k- a) th. 
Allein wegen (4) und (5) § 64 ist 



m A 

« 9 



du 



— * * ^ 9(1«) 

a)«(tt + a)+logeW. 



Andererseits aber hat man nach der Definition der Transcen- 
denten 12 

du 1 — k"^ sii^ am a am* mau * 

and dieses ist gleich 

dnjutd ) j d jpg (1 — ain a»»* a»ia*gwii«) 

du » 4fa ' ' 

folglich ist auch 



JHK«) ^ SS — ^ log (l'-Jt* sin' am « sin^ am »}. 
Demnach erhält man: 
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— ^ log (1 — Ar^ sin' am a sio^ am ti) s log 

— i log e (m — a) ® (M + a) + log e (m). 

uod wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht. 



' 9(u) ^(a) Y_ ^(K+g) fl) 



Mit HCdfe dieser Relation kann der in (15) unter dem Lo- 
garltfamiK enthaltene Ausdruck auf zweierlei Welse durch ellipti- 
sche Functionen ausgedrückt werden, Ton denen die eine hier 
n&her ausgefOhrt werden soll*). Schreibt man statt der Torlgen 
Gleichung 

©(o) J 1 — ein* am X öin* am y 

und setzt darin nach der Reihe 

« 

sodass 

y = » + « X — y = ti — V 

|f = « ar — + — 2a 

so erhMt man 

9{o} ) ~ l-A«sin*aM(K+ii)8iii*«Mi(04>a) 
©(o) J 1 — ft*siii*<ma8lii'affi 

\ ö(oj y l— ifc»»iii»«wöain«öi«(M-J-»4^)' 



**) J e e b i FBodkmenta nora f 54. 
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und wenn man das IM odiicl aus der ersten und vierten (Ilcirhung 
durch das der zweiten und dritten dividirt, und die Wurzel 
uimnil: ^ 

9(m-u) 9(v^a) 0(«+»-f a) _ 
9(m+«) 9(9+a) 9(k4-v— «) ~" 

/l k*^\n* tun (u^a) sin* am iv-\-a) 1 —Ifi »iA*ama sin'//;« + "^«) 
1 — l^aia*amiu^a)ain*(im(p^a) 1 — sin* am a ain' «w» ' 

Durch eine Eieniikh roiiiplii irh» Rechnung, welche sich im §54 
der Fuudäuiente vollsläitdig ausgeluiti t lindel, kaou man diesen 
Ausdruck auch iu deu im § 34 getuadeueu: 

^ ' l-|-A*titiaiitaaiii«iiiti8i&aiiifr«inaM(a(-|-94-a) 

verwandeln. 

Aus dem Additionstheoreme für die Argumente 15 ergiebt 
sich das für die Parameter mit HüHr des Satzes von der Ver- 
Uuschung des Arguments mit dem Pai'ameter (§ 64)* 

Wir fanden dort (2) 

(17) . . n [U, d) = u Z {a) — a Z {u} -f- II (a, u). 

Demnach ist auch 

n{u,b) T= uZ{b) — bZ [u) + 77 (6, ii). 
Hieraus folgt durch Addition: 

n(u,a) + n{u,b) -^ulZia) + Z (6)] - (« + Ä) Z («) 

+ 77 (a, u) + 77 (6, tt). 

Darin kann man nun die beiden letzten Glieder nach (15) vcr« 
einigen; wendet man auch zugleich das Additionstheorem der 
zweiten Gattung an ((6) $64), wonach 

Z (a) 4- 2 {b) = Z (a + ^) -f sin am a sin am 6 sin am (a 4- 6) 
ist» so erh&lt man 

Il{u,a} II{u,b) ^uZia-^ bj-^uk^ Aiu am a miamb ämam(a4-^) 

Allein wegen (17) Ist auch 
II Z (a + 6) — (a + 6) Z («) + 72 (a + d. w) = 72 (m. a + b). 
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Demnach wird 

oder wenn man in dem Ausdrucke (16) a mit u und v mit b 
vertauscht, 

II (u, a)'^I2{u, 6) = ZZ (u, a^b) + ult^ünam a sin amb sin um (a ^ b) 

, . 1 1 -~il8'^tfwt»8iiKaiia8iBaiit^sinm»(fl+^— «) 
* D 1 4.4^ sin oMatsiii«»« siii4iM A lin am («^6 ' 

und hierin besteht das Theorem für ilie Addition der Parameter. 
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Anhang. 



Zwanzigster Abschnitb 
Uebw die Bew^inng des sphiriscbw Pendels. 



Als ein grosseres Bebpiel für die Anwendung der elliptischen 
FuncÜonen ODd namenüich ein solches, bei welchem auch die 
TranscendeDten der zweiten und dritten Gattung eine Rolle spie- 
len, aott im Folgenden die Bewegung des sphiriaehen Pendels, 
d. h. die Bewegung eines Punctes, der» allein von der Schwer- 
kraft getrieben, auf der Oberflftche einer Kugel zu bleiben gf 
z\iungen ist, untersucht werden. 

Es sei der Mittelpunct der Ku},'^, oder der Aufhängepunct 
des Pendels, der Anfangspunct eines rerhtwinkligen (Koordinaten- 
systems . dessen positive ^-Axe mit dei- lUchtuiig der Sehwere 
zusaiunieulälll. Bezeichnet dann r den lladius der Kugel oder 
die Länge des Pendeis, g die Acccleraüon der Schwere und N 
den DruchL, den der materielle Punct (dessen Masse der Einheit 
gleich angenommen werden m5ge) auf die Oberilftche der äugel 
ausübt, 80 Ist 

(1) X^^y^^z^^f^ 

die Gleichung der Kugel, und ferner 



(2) 



dr r 

^ = « - 

«fr* r 

„fi = * 7 + » 
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die DiffereDtialgleichungen der Bewegung (/ bedeutet die Zeit). 

ä 

~di 



Mulüplicirt man die Differentialgleichungen re^. mit 2 



2^, 2^, so erhält mau durch Addiuou 
dt m 



^ iV / t/a: , dy , dz\ , „ dz 



und da vermöge der Gleichung (I) 

dx , du . dz ^ 

ist, durch Integration 

wo c eine willkürlirho Cfinslaiile h(Ml«^nf<'(. Dioso ClpiVliiini^ ent- 
liiilt den Satz d«'r Irb» iuligt*n Kraft. Eiiui zweite liitegralgieii hung 
Uefert der Flächensatz für die ory-Ebene. MultipUcirt man näm- 
lich die erste der Gleichungen (2) mit y, die zweite mit x und 
subtralurt, so Itommt 

d^y d^x 

und man erbSlt datier durch Integration» wenn e' eine zweite 
wUtkikrliche Constante bedeutet, 

/A\ dy dx ' 

Wir führen jetzt Polarcoordinaten ein, indem wir 

0? = r sin 4> cos 9, y = r sin ^ sin « = r cos ^ 

setzen, sodass ^ die zwischen o und x genommene Neigung des 
Pendels gegen die positive z-Xxe (die Verticale), und 9» den Win- 
kel bedeutet, den eine durch das Pendel und die t-Axe gelegte 
Ebene mit der dpz-£bene bildet. Man eriiilt hieraus dur^ Dif- 
ferentiation 

^ssrcos^cos^^ — r sin ^ sin 9^ 
^asrcos^ siny^ r sinif cob^ 

dz ^ i diif 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen (3} 
und (4) 



Digitized by Google 



288 Abachn. XX. lieber, die Bewegai^ des sfiklriiclien Peadeb. $71 
r' + r* slll» ♦ (^)'= 2ffr CO» ♦ + c 

Dividirt man beiderseits mit und setzt zur Abkürzung 

j3 — ^» ;5 — 

80 folgt 

(5) sii|2^^ = C, 

und wenn man den daraus hervorgebenden Werth von ^ in die 

erslere Gleichung substituiit, 

(«) • • = + ^ 

Hieraus crgiebt sich alsdann 
(7) . . 1»=» •^'^^^^ 



^ cos ^ + -4^ sin2 ^ — 
und wenn man diesen Werth in (5) substituirt, 



sin* ^ cos ^ + sin» ^ — C» 

Um die willlLfirllchen Gonstanten A und C durch Grössen 
auszudrücken, welche eine mechanische Bedeutung haben, neh- 
men wir an, das Pendel befinde sich zur Zeit I =r= o in der xz- 

Ebene , sodass für t = o auch g) = o sei ; die zu derselben Zeit 

stattfindenden Wertbe von ^, ~ und ~ aber seien resp. 
it\ und dann erhält man aus den Gleichungen (5) und (6) 

• • • H = (<('o)*+sin*^o(9oy'-T^^»' 

Denkt mau sich nun die am Anfauge der Bewegung st^ttüniieiide 
ganze Geschwindigkeit v in zwei rechtwinklige Coniponenten ti 
und w zerlegt, die eine, »» in der j:z-Ebene und senkrecht zum 
Radius, die andere, w, parallel der horizontalen «y- Ebene und 
ebenfalls senkrecht zum Radhis^ so ist 

M = r V^'o» w = r sin V'o fp'o» 
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und durch diese Geschwindigkeiten ausgedrückt wird 



(10) 



\A =: ^ -2 COS ^0 = ^ - f COS 



Den Winke! lassen wir vor der Hiunl noch unhestinimt. um 
späterhin die zwerkmässigste Annahme für ihn treffen zu köunen. 

Integrirt mau nun die Gieicbungen (7) und (8) von I = o 
an» so erhiit man 



(11) 



9 = 6' 



/- 

J Sil 



Vi, 



4- sin'^ itf ^ 



§ 73. 

Um die vorstehenden Integrale , welche eUiptiscbe. Integrale 

sind, da die Variable cos V unter dem Wurzelzeichen in der 
dritten Potenz vt)ikoniint, anf die Normalform 7,11 bringen, müs- 
srMi wir nach den l ehren des lüten Abschnitts znvörde!*st nntcr- 
suciien, ol) die cubisclie (ileichung, welche entsteht, wenn man 
den unter dem Wurzelzeichen stehenden Ausdruck g-leieh Null 
setzt, eine oder drei reelle Wurzeln besitzt. Dabei bemerke man 
aber, dass wegen der aus (7) folgenden Gleichung 



shi 



^ cos #r + wrf^ sin» ^ — C * 



diejenigen Werlhe von ^, für welche die Wurzelgrösse'Terschwin^ 
det, zugleich Maxima oder Minima von ip sind, weil für sie auch 

der Differentialquotient ^ zu Null wird. 

Die Gröflse unter dem Wurzebeicheu giebt entwickelt 

- ^ {cos» ^ + ^ cos« ^ - cos ^ ,^ (^-Oj. 

Üuri-g'c, cliipl. Fuiiclionen. |9 
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Setzt man daan der Kürze wegeu 



Ar f^r . 



(12) . . . 

(13) . . . 
80 ist 

die zu uatersucUeude cubisclie Glei< luin 

(14) .... ^ni,^^y~i 



«iid 



» Stellt iiiJiii sich die (ileirhung 13) nls die Gleichung einer 
Gurve vor (Fig. 18), so kommt die Frage, ob die Gleichung y = <t 

eine oder drei reelle 
^^''«'^^' Wurzeln hat, darauf 

zurück, zu untersuchen, 
ob die Ciinre die Aie 




^^er X ein oder drei 
Mal schneidet. Lässt 
man nun x von — oo 

an wachsen , so wächst auch y von — oo an und erreicht für 
x = — l den Werth b, welcher, wie man au.s (12) sieht, positiv 
ist. Daher verschwindet y nothwendig eimiiaJ für einen ^^ erth 
von T, der zwischen — oo und — 1 li<'L;f Hieser Wurzel tier 
Gleichung y = o gehört jedoch kein Maximum oder Minimum 
des Winkels ^ an, weil hier der Weith von x oder cos ^ ein 
unechter Bruch ist, demselben also überhaupt ein reeller Werth 
▼an if nicht entspricht. Aus dieser Bemerkung ersieht man, daas 
der Beweis, den Lagrange im .Art. 16 der 8ten Seetion im 
2ten Theile der M^tmique analyüque für die fiealil&t der drei 
Wurzeln der Gleichung y ^ o giebt, nicht stichhaltig ist Er 
sagt nämlich: die Natur des Problems lehrt, das» ein einzelnes 
Maximinii (ider Minimtnn des Winkels nicht stattfinden kann, 
*5onderti dass auf jedes Maxiinimi ein Miitiinum, und umgekehrt, 
folgen niiiss. Da nun die (ileichnng y = o als cnbische Glei- 
chung jedenralls eine reelle Wurzel hat, so muss sie auch eine 
zweite reelle Wurzel haben, und daher müssen alle drei Wurzein 
reell sein. Er setzt bei diesem Beweist» stillschweigend vorau-s 
' dass jeder reellen Wurzel auch ein reelles Maxunum oder Mini- 
mum des Winkels ^ zngehore. Wäre diese Voraussetzung rieh* 
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tig, 80 wurde gegeo obigen Beweis nichtH einzuwenden sein; al- 
lein, wie wir gesehen haben, ist sie niclit richtig ; es kdonten da- 
her itie beiden anderen Wurzeln immerhin noch imagfaifir sein» 
d. h. es konnten bei der Bewegung des sphirlschen PendelTgar 
kdne Maximal- oder Minimalwerthe des Winiiels ^ vorkommen, 
wie dies z. B. bei dem ebenen Pendel der Fall ist, wenn das- 
selbe um die ganze Peripherie herumschwingt. (Vgl. § 5.) 

Man kann aber auf andere «Weise zeigen, dass dieser Fali 
in der That beim spliärischen Pendel nicht vorkommt , dass viel- 
mehr die Gleichung y — o immer drei leelle Wurzeln liat, von 
denen die zweite einem Maximai- und die di'ilte einem Minimal- 
werthe des Winkeis ^ entspriclil. 

Da nämlich y zuwst (von x = — oo anlangend! negativ ist; 
an der Stelle x = — 1 aber positiv geworden ist, so ist klar, 
dass die Curre die Axe der x aufs neue schneiden wird, die 
Gleichung $ =£ o also drei reelle Wurzeln halien muss, wenn y 
ffir Werthe von x, die grösser als — 1 sind» wiederum aus dem 
Podtiven in das Negative äbergeht. Dass dies aber wirklich ein- 
tritt, zeigt die Gleichung (14) , 

denn diese iehrt, dass ^ imr für solche zwischen — 1 und -|- ] 
liegenden Wierthe von Xj lur weiche zugleich y negativ ist, reelle 
Werthe annimmt. Demnach hat die Gleichung^ y = o in der 
That drei reelle W^urzehi, und da für*a;= + 1> y wieder posi- 
tiv« nämlich gleich b wird« so entsprechen den beiden letzten* 
auch reelle Werthe von if. Zugleich Ist «rsichtUch, dass nur 
der zwischen den beiden letzten Durclischnittspunkten üf und N 
der Curve mit der Abscissenaxe (Fig. 18) liegende Theil der letz- 
teren diejenigen Werthe von x enthält, deren entsprechende 
Werthe von iff während der Bewegung wirklich eintreten. Hier- 
aus folgt deini ohne Weiteres, diiss dem Puncte M dei kleinste 
Werth von x, also der grösste, von il>, und dem Punkte N der 
grösstc Werth von a.*.oder der kleinste Werth von 4f angehört. 

So sehen wir denn, dass der Winkel ^ während der Be- 
wegung des sphärischen Pendels einen grössten und einen klein- 
sten Werth erreicht, jener möge mit a, dieser mit ß bezeiclinel 
werden. Jener entspricht dem höchsten, dieser dem tiefsten 
Poncte, den das Pendel während der Bewegung erreicht Um 

19* • 
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zu erfahren; ob diese Punkte auf der unteren oder oberen 

Halbkugel liegen, mfisaen wir unterscheiden, ob die Grösse 

b ^ a positiv oder negativ ist. Die folgenden zusaromengebdri- 
gen-Werthe von x und y: 

X = — <x>, y = — oo 

' or = — J , y ^ b 
jf = o, y =^b — a 

a: = + 1, y = b 

zeigen, dass wenn b — a positiv ist, die beiden letzten Wurzeln der 
Gleichung y o zwischen o und + 1 liegen» wenn dagegen fr — a 
negativ ist, die eine zwischen o und — 1 , die andere zwischen 
o und + 1 entlialten ist. Deronarh liegt ß (der kleinste Werth 

von^) in jedem Falle zwischen o uud dagegen a (der gröbste 

Werth von ^} liegt z\\is< lR'u o und ^ oiler /^sisdu n ^ und 

ar, jenacbdem b — a positiv oder negativ ist Nun erhält man 
aber aus den Ausdrucken (12) und (10) 

. sin' f\>iytt^ 

a = f öS ^0 

Daher bat das sphärische Pendel seinen tiefsten Ponct stets auf 
der* unteren Halbkugel, und es bleibt auch fortwährend in der- 
selben, wenn 

— * — — < lij l os 

w 

ist dagegen 

^ y — =^>2flr cos 1(^0. 

so hat es seinen höchsten Punct In der oberen Halbkugel. 
Nimmt man nun för den Augenblick an, dass das Pendel seine 
Bewegung .aus dem tiefsten Puncto beginne, dass also = ß 
sei, so verschwindet, weil cos ß ehie Wurzel jder Gleichung 
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y =^ 0 ist, wegen (14) der Differentialquotieut demnach 

ist aiK'li dir ConijMdicnte m gleich ^'ull, und die obigen Uu- 
gleichuiigeii verwaudelo sich in 

— COS /3 ^ 2flf. 

Nnti reprasentürt w in diesem Fall(> die ganze Gescliwindigkeit, 
y also die Centrifugalliraft , und — cos ß die vertlcale Gompo- 
nente derselben; man kann daher den Salz aussprechen: Das 
sphärisclie Pendel gelangt während der licwegiing in 
die obere Halbkugel, oder lileibL fortwährend in der 
unteren, je nachdem im AuircMi blicke des Durchgan- 
ges durch «len tiefsten Puiict die verticale Coiii{)o- 
nente der iientrifugalkral'l grösser oder kleiner als 
die doppelte Schwere ist. 

Die beiden Wurzeln cos a und cos ß der Gleichung y = o 
können auch einander gleich werden, dann fallen die beiden 
Puncte M und N (Fig. Fig. 18. 

18) zusammen, und 

die Curvc beriilii t nur 
die Al>s(issenax(\ Der 
Spielraum für dir bei 
der Bewegung eintio- 
tenden VVeithe von ^ reducirt sich dann auf einen einzigen 
Werth if ^ if^ = ß = a; d. h. der Winkel ^ ist während der 
ganzen Bewegung constant , das Pendel beschreibt also auf der 
Kugel einen kleinen Kreis. In der That wird jetzt y für reelle 
Werthe von ^ nicht mehr negativ, spndem erreicht nur den 
Werth Null, dalier muss während der ganzen Bewegung wegen 
(14) ^ = Nidl sein. Hieraus folgt zunächst , dass u = o ist. 
Weil aber die Gleichung y o jetzt zwei gleiche Wurzeln bat, 
so muss auch ^ verschwinden, man hat also 

dx 

5^ Ä 3 cos* ^ -|- 2a cos ^ — 1 äo; 




*) siu ^ kann niefat Null sein , da cos ip die Werthe 4* 1 oder — l 
niemals erreicht; das sphärische Pendel geht daher niemals durch die 
Verticale. 
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uod substiliürl man darin den für u = o sich ergebenden Werth 

— CM ^, * 



2gr 

SO erhält man 

9 rg sin* ib 
tO* SÄ ^» 

Die Bedingungen für das Entstehen der kreibiörujigeu Bewegung 
sind daher 

tf SS 0 c=s -2 -X. 

C08 

\vi)raus 7Aigleicli hervorgeht, dass eine solche Bewegung nur' in 
der unteren Ualbkugei stattüiulen kann. 

Schreibt man die letztere Gleichung in folgender Form, 

cos = ff sin ^ 

und bedenkt» dass r shi ^ der Halbmesser des kleinen, vom Pen* 
del beschrMenen Kugelkrdses^ 

tu» 

r sin tp 

also die Centriiugalkrait in Bezug auf die Verlicale aU Rotations- 
axe genommen, 

— ; — - COS iff und ff sin ^ 

aber die auf dem Kugelradius senkrecht stehenden Componenten 
jener Centrifugalkraft und der Schwere sind, so kann man fol- 
genden Satz ablesen: Das sphärische'Pen del bewegt sich 
kreisförmig, wenn erstens die anfängliche Geschwin- 
digkeit horizontal gerichtet, und zweitens die auf 
dem Kugelradius (dem Pendelfaden) senkrecht ste- 
hende Gomponente der auf die Verticale als Rota- 
tionsaxe bezogenen €entrifuiralkratt gleich der nach 
derselben Richtung genommenen Componente der 
Schwere ist. 

§ 74. 

Es sollen nun die Winkel a und fi statt J und C als will- 
kürliche Gonstanten eingeführt werden.*) Dies geschieht leicht 
mit HfiUte der cublschen Gleichung y = 0, von welcher cos a 



*) Lagrauge. M^cauiqne «nalytiquc. II. Scct. VUI § I. 
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und cos ß LWÜ Wurzeln sind. Denn da der Coofficient von x in 
derseltien = ^ l ist, so muss, weuu die drille Wurzel für den 
Augenblick mit $ bezeidinet wird,' 

a]fM> 

V 1 + cos a cos ß 

^ cos a 4- cos ß ^ 

sein. > Demnai Ii isl 

/ . a\ / i N / , , 1 + COS « CO» flv 

SS (cos ^ — cosÄ (co8 ^ - COS u] (cos ^ -f- eo» « + co«^ J • 

Alsdann f(dj?l, weil ^< dip Siunnic und — a das Produrl der drei 
Wurzein, mit entgegeiigesi^lzlen Zeiciicu genonuuen, i^l, 

^ f . a 14- Cosa cos ß-, I — co»*tir — eoH'fl - coscecosÄ 

cos HC cos |7 ( I cos tt eos j8) 

0 — a = ^ ; a » 

COS u -j- cos p • 

miliiin 

^ ^ 1 — cos* « — cos» ß cos* « cos* ß »in* « sia* ß , 

" cos a + cos ß cos u-\'ew (T 

Dcmnacli ist auch 



(15) 



^ _^ 2^ 1 — cos» a — cos* ^ — Cosa cos ^ 
" r * cös'tf^pcosp 



Olli niii ^ 



und die Gleichungen (il) verwandeln sich in- folgende 



^/ ^ — (cos^lr— cos]3)(co8^— c 



, / ,.14" cos a cos ö-v 

■CO« «) (cos ^4- - , f) 

^ ■ cosa+cosp ^ 

sin ff sin ß 

Vena a 4- cos ^ 

l sin d!V> _ ^ 

^s 

Zur Hrdurtioii dieser liitrgralc aul" die Normalform bedie- 
nen ^vi^ uDs (k'r im g 23 erläuterten Substitutionen der zweiten 

Ordnung. Setzt man der Kürze wegen 

. a - • i4-cos«co8Ö „ 
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*1 > Ä5j > 0*3 > — 00, 

80 töt dai» zu traasformkende lutegral das folgende 



-ß 



und die InleJ^rationsgrenzen liegen z wische ii den beiden auf ein- 
ander folgenden Wurzeln .r^ nnd .t.>. Nun giebt es, wie § 23 
gezeigt worden ist , immer zwei Suhstilutionen , die sich dadurch 
unterscheiden, dass, wenn die Variabelu der eoLstehendea Nor- 
mal formen mit ^ uod (0 bezeichnet werden, se und sin' (o gleich- 
leiUg abaehmen , x und sin^ 0 aber nicht. Man hat daher foU 
gende entsprechende Werthe der Variabeki: 

I Abnehmende Werthe von x: x^, x^, Xj, + 00 
Zünehmende ' „ „ sin* : 0, 1» p-. ±00 
Abuehmeode „ „ sin^ o: 1, 0» 7 oo» 

üedient man sich nun der Formeln (3), (üj und (7) des 
§ 2d> so hat man zu setzen: 

hei der ersten Substitution p = 9 «2> ^ ^s* ' — 00, 

„ „ zweiten „ p = X2, q = x^, r = 00, s = 

Demnach erhält man für beide Substitutionen 

^2 ^1 — 

und dann bei der ersten Substitution 



sin' 0 = ^, cos' 0 = ^tf := 

dx ^ ^ 2 da 



und bei der zweiten Substitution 



sin» 4» n= . -= i . 



2 



2 rfä) 

Uebrigens ist sogleich ersichtlich» dass man auch hat 

/ « n\ cot 9 

«in«-=-^. 
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Durch <r und ß ausgedrückt, geben nua diese Formeln 

, .j c<w* p — cos« g 1+2 cos« €08^ 4- cos*« 

(IbJ * rpFcOsVcoTlP + COS« ^ 1 + « CO»« C08/J-j-COS« ß ' 

und dann bei der ersten Substitution 



(19) 



^COß^ = CO^ ~- (COS^ - COSttJ 8iu2 ö, siir ö = ^Jp^^^ 

V 

t 0 l/^ 7 / ^ H- CO« « C ^ 

i ^ I. y 2^ f 1 -I- 2 CO« ff eos ^ + cos* ^ J ^0 ' 



und bei der zweiten Substitution 



, 1 cos 1* — cos « 



(36) 



Sin* O ^ • : j— L 

cos ^ + ^ + 



I 9 7/^ 7/ cos + cos a / dm 

— 2g r 1 + 2 CO» « cos ^ + cos? ^ J 



inobe! tf^ und die den Werthen ( = 0 und entspre- 
chenden Werthe von 0 und o bezeichnen. 

Der Winltei 9 wird durch ein Integral von der Form 



dx 



(1— «•) J^— («— (as — «j) («—«1) 

beslimmt. Dasselbe zerlegt sich in die beiden elliptischen Inte« 
grale dritter Gattung 

d» ' 



(!+«) K— («— «1) («— X9) 

4. j r - . 

Da diese nach der Transformation die Form 

/•(ff) d9 



(l + »sia'e)^ 

annehmen , so hat man f ür — diejenigen Werthe von sin' 

zu setzen, welche resp. den Werthen — 1 und + 1 ^ c***" 
sprechen. Bezeichnen wir nun die Legendrf'schen Parameter bei 
der ersU'ii Substitut ion iiät und uiui I)ci der zweiten Sub- 
stitution mit m| und mj, so erhalten wir: 
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Erste Substitution 
für X z 



- 1 wird sin» <f = - i = :J»-±J., 



«J , «I — «j 



zweite Substitution 



für SS ^ 1 wird sin' « s= — 



1 i + 



»» 



« — + 1 



*» 1+«,' 



Erinnert man sieb nun, dam und swischen + 1 U"^ 

— 1 lagen, aber < — 1 war, so kann man das Schema (16; 
in folgender Weise eni eitern: 



Abnehmende Werthe von xx 



Zunehmende Werthe von siu* 0: — ^, 0, + 1» — ~ »i, + Qo. 
Abnehmentle Wierthe von sin' ü) ; — ^. 1, Of — — , +00, 

und sieht «iann sofort, dass 

iii zwischen — 1 und —U^ 
», „ 0 „ +00 

Hiciiach gehrnefi bei beiden Substitntionei» die ♦ ilipUst lreii 
Integrale dritter Gattung derjenigen iüasse an, weiche Legendre^ 
InUgraki ä paramdtre circulaire genannt hat. (Siehe § 70. 

Die wu*kliche Transformation der in Rede stehenden Integrale 
ist nun leicht; nach einigen Reductionen erhält man: 

Erste Substitution 



u +00 



(21) 



^ »in er sin ß S ^ C 

^ /^l+2cM« cwß 4- cofl*(! { 1 + «OS ß J Cl + «I »in' tfj 



^ I — cos /3 / »n* 9) J9] 

CO« ß — cos « , ros ^ — cos « 
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Zweite S»bstituliou 



y 1-^-2 CO» a conß-^iioa>* ß 



fiiu a Bin ß 




(22)' 



1— cos« J{i+mi^*m)^m 



1 /* J*m da. 




(1 — cos «) (1 — cos ß) 



sss — Af^ 



(l -|- cos «) (cos a 4" <508 ^) * 
(1 + cos a) (1 4- cos ß) 



(1 — OOS «) (cos a 4' cos ßY' " 



S 75. 



Wir werden uns nun in der Folge bei dem Winkel ^ Aus- 
schliesslich der ersten Substitution, als der einfacheren, bedie- 
nen; bei dem Winkel (p jedoch' wird sich zeigen, dass die erste 
Substitution in vielen Fnilen unbrauchbar wird, und dalier die 
zweite angewendet werden muss. 

lieber den bis dahin noch wÜlkttrUch gelassenen Winkel 
welches der Werth des Winkek ^ lur Zelt < » 0 war, wollen 
wir nun so verfügen, dass die unteren Grenzen der auf die Nor- 

nialfornien rediicirten Integrale, (J„ und Wq, verschwinden. Als- 
dann /.eigen die Formeln (19) und ^20; des vorigen §, dass man 
bei der ersten Substitution t,^ = ß, und hei der zweiten Sub- 
sliliition = « anzunehmen hat, d. h. also, dass man bei der 
ersten Substitution annimmt, das Pendel beginne seine Schwin- 
gungen aus dem tiefsten Puncto, bd der zweiten dagegen aus 
' dem höchsten Puncto. 

SeUl mau nun 




sodass 



am u 



ist» so wird nach (19) unter der Voraussetzung 9^ = 0 




Digitized by Google 



300 Alischn. XX. lieber die Bewegung des sphArischeii Pendels. $ 75. 



oder weiiQ man der Kürze wogen 
setzte 

Bezeichnet man ferner mit 7 die lialbe Scliwingungsdaiier, 
d. Ii. die Zeit» in welclier das Pendel vom tiefsten Puncte zum 

höchsten gelangt, so erhält man, weil nach (19) für ^ = 

0 = 0» und für ^ SS ff, ff s= ist, 

T = MK. 
Demnacli kann mau auch i»etzeu 



und erhalt 



tf SS am 



Dies nun in 'A^) suhstituu*t, liefert den Winkel ^ als FuocUoo 
der Zeit ausgedrückt : 

Kt 

(24) C4I8 ^ = cos ^ ^ (cos /I — cos a) shi* am y 

s cos /S cos^ am ^-|- cos « sin^ am 
worin nach (23) der Goefiicient y auch den Werth 



(CQg I? - COS «) 



haL In der vorigen Formel wächst das Argument der Amplitude 
um K, wenn < um 7 wächst, daher ist 

snr am — -~ — = siir am y 

und 

sm' am — — • = sm' am — ^-jT-^« 

Hieraus geht hervor, dass die Bewegung in der Art vor sich gelit, 
dass der Winitel ^ genau in der umgeltehrten .Beihenfolge der 
Werthe von a his ß abnimmt, wie er von ß bis er gewaefasea 
ist, und dass nach Verlauf der Zelt 27 immer genau dieselben 
Werthe von ^ periodisch wieder eintreten. In den Momenten, 

wo t (Ii»! Werllie \T, \T, %T, hat, hat ^ immer den gleichen 

Werth; nämlich, da 
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an* arn^K ^ sin'^ am Jif « sio* am |ä' = .... = ^^--p 
i8t'(S 10. S. 27), so ist dann 

cos a + Ar' cos ä 

COS V = — r+*' — 

Man kann die Formei (24) auf eine einfachere Gestalt brin- 
gen, wenn man statt des ^Vinliels ^ einen anderen Winkel ^, 
einfülirt, der aus dem ersteren sich durch die Gleichnng 

cos 1fr . 

Z s cos l^t 

cos ß 

ergiebt. Denn setzt niati aui^serdcni auch noch 

w :-°:«=c««..^-. 

so erhäU man 



cos ^, s= 1—2 sin* 4 «1 sin* am 



T 

oder ^ 

Kl 

(26) . . . . »in i Vi = i «1 sin flj» ^. 
Ferner erhält mau aus (18) 

.jj 1 — cos««, 4si n»^tftC0 H«^tt| _ sin* 4«i 

' * ' cos*P 4cos*^«i 

setzt man nun noch 

so wird 

* = sin J a, cos 
Der Ausdruck (26) eignet sich gut zur Enl\^i( k^hing in eine 
Reihe. Wendet man die erste der Fonnein (21 65 an, so er- 
hält man 

«in 1 i/i — 1-^ ^ ^ 



cos a 

*) Dass — — Ä stets ein eehter Brach ist, erhellt daraus, dass 

cos p * 

cos ß — cos a ttnd cos ^ 4' ^ immer positive Grössen sind; das 
erste, weil a > |3, das zweite, weil nach (15) für ein verschwindendes 
Qos ce cos ß die Constante C, und daher auch die Oeschwindiglceits- 
Componente w nnendlich gross sein mfisste. Demnach liegt ß entweder 

Kwischeo 0 and a oder zwischen 0 und n — a, je nachdem ^ "2* i^^* 
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oder 



(27)1 



Ttt 4/ u 



22? 

TT/ 



Iter Modul Ar ist in den meisten Fiflen kleiner als der MiU 

tehverth ^ Zuerst ist leicht einzusehen, dass dies immer der 
Fall ist, so laiigi* das TN'iidcl nicht in die ob<3re Halbkugel ge- 
langt. DfMin da wegen dt i Formel (25) die Winkel a uritl a, 
gleichzeitig den Werth 90 ^ eireichen und überschreiten, so folgt 
«US der Formel für k, dass dasselbe selbst für «Ks 90" 
noeb kleiner als isL Stellt man ferner die Ungleichung 

d. h. nach (18) 

. =- cos* ß - cos* a , 

• ^ 1 + 2 CM « cos (I + coe* ß 

auf, aus welcher 

sin' ß H- 2co8 « (cos a + 6)8 ^ 0 
folgt, so erhält man durch Aufldsung nach cos a: 

GO»a= — i cos ß{l± /T— 2 tg2 /3 ) ; = J 

/> -4cos^(l+j/r^2lg^)l. ^ , 
cos a < , >h « i« 

l<-icos/J(l-/l-2tg^/3)J 

Daraus gehl hervor, digis der Mittelwerth A:^ ~ 4 nur für solche 
Werthe von ß erreicht werden kann, für welche tg|8 < ist 
(also für /) ^ 35^ 16')- Für einen jeden solchen Werth von ß 
gidit es dann zwei Werthe von «, für die ür* ^ Ist, und nur 
für die dazwischen liegenden Werthe von « würd > ^. INe 
folgende kleine Tafel giebt für einige Werthe von ß diese aus 
der vorigen Formel berechneten W'erthe von a au. 
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Man nefarbieraiiSi dass in der That bei wellem in den mei- 
sten Pillen der Modul unter (i4m Hittelwerlli sein wird. £rin* 
nert man sich nun desjenigen, was Im ^ 52 über die Kleinheit 

der Grösse q gesagt ist, so leuchtet ein, dass man immer nur 
wenige Glieder der in der Formel (27) entfialtenen Reihen zu be- 
rechnen haben wird , ja dass. für diu meislen zur wirklichen Be- 
reeimung komiueutieu Fälle dk einfache Näherungsformel 

ain4^j-=2/^'"J^. 

rolliiommen ausreicht 

Bei der zvelten Substitution erhilt man aus den Formeln 

(20) und (23) 

und wenn man ^»0 = 0, also «»0 = 0 annimmt. 



Setzt man dann 



so wird 



19 s am ti| und = — ^, 

Nun landen wir oben (17) zwischen den Winkeln 0 und die 
Relation 

sin m =2 — T — , 

also ist auch 



sin am = 



CO8 am u 



d. h. nach § 10 (17) S. 28 

sin um V| =3 sin am (ic -|- AT). 

S 76. 

Wir gellen jetzt zur Untersuclning des Winkels <p über, des« 
aen Auadrücke durch o und (o in den Formeln (21) und (22>$ 74 
gegeben sind, in welchen nach den im vorigen $ gemachten An- 
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nahmrä ttber den Aofangspunct itr ZMiluag^ der Zelt <f o = ^ 

lind C9„ = 0 7.11 setzen ist. Ea kommt mm vor Allem darauf an, 
die ia jenen Ausdrücken enthaltenen Integrale 

/ " . de , f J*a da 

J (1 -h « ein« 9) J9 " J ^^'^ ^) ^ 

durdi die Transcendente II auszudrücken. Dafi erste derseibeii 
bt schon % 20 ermitleU worden, nftmüch für 



^ srs und sin* mn a 



hat!« gich ergeben (S 20. S. 72) 

(28) . . / TT-t — V. ^ ^ s=s tt 4- -5 il («, a). 

Setzl man bei dem zweiten Integrale 

= «1 ""4 = — sin^ am fc, 
so ist nacli der Definiiion der Transcendente iJ (§ 20) 

TT i\ / Ä"* siw «'« i cos 07« h A anib siu^ oi W 

^"»' ^ ri+««i n'»)^ ^ 

Nun ist aber 



sin^ & da 



/j£flm des . /* (!(o /* 

^ (l + fl» sin« »j ^a» ^ (F-f wi »in< co) Jte J (r+ m sin« 4») ^ü' 

folglich erhalt man 



Es ist im § 74 gezeigt wonlcii. dass die Legendre'schen Pa- 
rameter II, , «2 • » '"'i entweder zwiscben — 1 und — k"^ oder 
zwischen 0 nnd -f oo liegen« nämlich ft| und zwischen —1 
und — H dagegen n, und zwischen 0 und cd. Ans den 
Vntersttchttngen des S 07 geht daher hervor, das| man tu sota« 
habe:' ^ 
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= — *« slo« «w + iT). », = - Ar* 8iii> 4Mi 
«j = — sdn* am «s«. «ij =: — Ar* sin* am (lAj 4- A'). 

Nun waren aber ftowohl — - uod — ~, als auch — - und — ^ 

gewisse Werth« von sin' <y und sin' d. h. von sin' um ti und 
sin^ am u^, welche demselben Wierthe von ^ zug^hurten. Ausser- 
dem fanden wir, dass 

flin' am U| = sin' am (ti AT) s sin' am (u — JC) 

ist. Hieraus folgt, dass die Jacobi'schen Parameter ia^ AT und 

ib^ , und ebenso :iuch tVi.^ und id^ -|- A\ nur um die Grösse K von 
einander verscliieden sein können, dass also 

Ol = 6| und a^ = 
sein nuiss. Dies bestätigt sich nun auch sofort, wenn man aus 
den Ausdrüclien (21) und (22) für die Grössen *n und' m durch 
m und ß die reellen tVerthe der elliptischen Functionen der Pa- 
rameter a, , »2 , 6} , mit dem komplementären Modul k* durch 
tt un«! ausgedrückt herstellt. Man findet dann, mit Benutzung 
der Formeln ITir die Argumente tu (S. 23) und in + A' (S. 28). 
mag man von den ticossen n oder m aiis^'ehen, (iieseihen Aus- 
drücke für b^, dj» wie für a^, a^, uämiich die folgenden: 



(30) 



1 -|- 2 cos « cos (>-l- CO«' et A'*(«o8*(l — cos*«r) 

( 1 -|-cogig)(co»P-|-eoa«) Vfl co»*^« 

l-|-2coBacoii(}-^co«*« A'*(coft^— eos«) 

C i-i-co 8^)(co8 ^+ costt) 2Jfc« cos» 4^ 

l-|-2c0S«COBj^<f'0O8*^ cos/)— 'COBtr 

I -}-2 c os « cos 1?-}- eo8*ß COS'^ — cos'a 

(l-f co8^)(l-|-cos«) ~ ilfieoi^iä^iß 

(I — ^O8^(cO8£-|-C08 «) tg* (cos ^ 4" *') 

^(14^co8^){l-j-cÖ8a) 2co8«4«f 

(1 — cosa jfcos tg*|« (co.s (3-|~co8a) 

■ if+ cos a j ( 1 -}- cos |J) 2co3« 

Da nur die Quadrate dieser elliptischen Functionen gegeben 
sind, so können diese selbst als positiv angenommen werden; 

dann lieiten am fa, . k') und am , k') zwischen 0 und also 

z\\isehen 0 und A''. 
Setzt man ferner iu der Gleichung (28) für a resp. ia^-i-K 

imti'int, elliiit. FunclioocD. 20 



sin' am (a|,A'} : 
cos'*^ am ^aj, k') 
^am (ap A') 

sin'-' am [a^%ii) 
tm^am\a^U) 
^ am («j, *') 



«1 und 
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und üi,, lind in (29) für b resp. i«, und ia,^+ A . so ei liiiit man 
mit BerücksichtiguDg der Formeln (12) S 8 und (18) § 10 



/ (l-|-n,iiin*a)^(r ^am{a^.k') * ^ 

m 



Subsütuirt man niin diese Ausdrucke in die Formeln 21) 
und (22), nachdem man vorher die Coelficienten dir 77 iniltelst 
(30) durch « und ß cius«^edi iirki lial, so erhält man für den 
Winkel 9 die folgenden Werllie: 



Erste bubälitution 

2 sin ti 

^ ^ + ii7(ii,iö, + AT) + Iii (II, mj). 

Zweite Sub.stitution . 

Diese Äusdrüclie zeigen, warum die zweite Substitution diT 
ersten Torzuzielicn ist Da nämlich entweder zwisclien 0 und 
a oder zwischen 0 und « — « liegt, je nachdem « Ideincr oder 

grösser als | ist, so ist ^ stets ein uucclitcr Brurh. Nähert 

sieh ß der Null, so wird da» erste Glied sehr gross. Für /8 — 0 
aber wird wegen der Formelu (30) 

sin am (</,, k') ^ o, sin am (a^. ä'} == 1, 

cos OM («1, A') = 1, cos am (a^ Ar*) = o, 

also 

es geht daher . 
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. U \u, m, + in 77 (m. AT) 
77 (II, ia^) m 77 («, iJC'} 

über, von weJehen Grössen die ei*ste NuU, die zweite unendlich 
gross ist (§ 20. S. 72). Demnacli wird der erste Ausdnicli von 

(p für ß — 0 unbcstiininl und ersrlioiiit bei kleirii'n Wt^rllirii 
Ton ß als der Unterscbicd zweier sebr grossem* Zabb'n. Anders 

verb&it sicli der zweite Ausdrucli für g>. Hier ist stets ein 

ccbter Bruch, und da 

77 («, 0) = 0, 77 (tt, K 4- iK ) =r o 

ist, 80 verscliwinden für ß^o alle drei Glieder. 

Wir werden daher im Folgenden ausschliesslich den zwei- 
ten Ausdruck för 9p anwenden. Im vorigen § ergab sich 

da nun auch u = 4i ^'^^ > worin freilich die Zeit #> einen an* 

.4/ 

deren Aufangspunct der Zäliiung bat, so wollen wir vun jeUt ab 
unter u den Ausdruck 

< j AV 

verstehen» und demgemäss — u für v, schreiben. Dann erhal- 
ten wir mit Berückslehtigung der Beziehung 

77 (— w, a) r= — 77 [u, a) 

8inaKl+$coft«cofl(}4>coB*(l ' n < • / 

D u in kann man (h in crsicn Gliede noch verscbiedene andere 
Foruie4i geben, indem man die Gleichungen (18)» (23) 

^ y/ cos' ^ — cos' Of 

sowie die Beziehungen (9), (10), (15), in weichen %f^=za zu 
setzen ist, 

C = sm'a^p = sin« =^ r=: I/f« y . a 

benutzt Schreitet man nfiuHch der Kikrze. wegen 

20* 
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(31) q> = Pi ^ in (», f«i) -h (». <«2 + 
ao nimml P die . folgenden Formen an: 

28inß K 



(32) 



'iniuß kK w 



Wir wende« nun ferner auf die Gleichung (31) die Relation 
(1) des S 64 

/i(«,ö) = «z(«) + 4iog|^j 

Kl 

an, indem wir zugleich ti = setzen; dann wird 

Dieser Ausdruck besteht ans zwei Theiieii, einem periodischen, 
und einem, der mit der Zeit proportional wäehst. Um die lle- 
deutun^ des h>tzleren einzusehen, bezeieiiiien, wir mit 0 denje- 
nigen Werth des Winkels 9, welcher der Zeit T entspricht» d. h. 
denjenigen Winkel» welchen eine durch das Pendel und die Ver- 
ticale gelegte Ebene beschreibt, während das Pendel vom höch- 
sten zum nicbstfolgenden niedrigsten Puncte sich bewegt. Setzt 
man aber 1 s= r, so wird ti = AT, und da nun . 

n (ir, a) = KZ (a) 

ist ($64. S. 252), so erhält man aus (31} 

^ == -J- lA Z(ia|) + iA'Z(ia, -f Afj, 

und mit Hälfe dieses Ausdrucks gebt der vorige Ausdruck für tp 

in den folgenden fiber: 

(33) » = T' + 4«'««g^7;Te|«+<4+Ä) 

Dieser Ausdruck ist in Verbindung mit dem, was im § 75 
über die BeschafTenheit dcsi Winkels ^ ermittelt worden ist, ge- 
eignet, eine Vorstellung von der Bewegung des sphlriaehen Pen*. 
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ileU zu gewahren. ISach § 62 hat die Fuucliuu ^ die folgenden 
EjgeuschaÜen 

e (n + 2A1 = Ä {« - 2Jr) = « (ti) 

Ö (tt + AI = ;m — K). 

Demnach verschwindet das periodische Glied des Yorigen Aus- 
drucks für II =^ 0, siT, = 2ir, = ZKt etc., und man erhält 
folgende entsprechenden Wertlie von ^ und ^ 

<«o. s^i; =2r, ==:3r. =4r. .... 

|fr s Oy S&3 s «s= /I, = «, .... 

Setzt man femer 1 + 27* für t, also ti 2ir für ti, so bleibt 
das 'periodische Glied ungeändert» während das erste Glied um 
2<^ wächst Bezeichnet man daher mit ip (t) und ^ (/) die zur 
Zeit I stattfindenden Wertbe der Winkel <p und ^, so ist 

9 (< + 211 = 2<» -f 9> W. 

während gleichzeitig nach § 75 

^ (I + 27) = ^ W 

ist. Heraus erlieiit, dass die Bahn des spliärischen Pendels aus 
fortwährend sich wiederholenden congruenten Theilen besteht^ 
welche den Zeitintervallen 

o ... 2r, 22*... 4r, 47*... 62; etc. * 
and den Winkelinter?allen 

0 . . . 24^, 24> . . . 40« 4<P . . . 60, etc. 

entsprechen. Wenn daher <Z> in einem rationalen Verhältnisse 
zu n steht, so wird das Pendel, nachdem es eine Anzahl jener 
cougnu'iiten Theile dun lilanrcn h;it, wieder zu dem Pnnct zu- 
rückgelangen, von welclifin es ausge^^aiiyeii ist; sind aber 0 und 
n incommensurabel» so erreicht das Pendel seinen Ausgangspuuct 
•niemals wieder. 

Setzt man ferner 27 — / statt i, oder 2if > — u statt u, so 
, nfanmt das periodische Glied den entgegengesetzten Werth an. 
Demnach fet 
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da nun gleichzeitig 

S(» besieht jeder i\vr vorhin envähnlen confjnienlen Thfih' wic- 
deniin ans 7.\\v\ ron^auiiit» ii sirn keu, die jeüoch eiue eiitj^egen- 
gedetzle Lage zu eiiiauilei* hal»eii. 

In Fig. 19 ist (He l*rojection eines 
Tl^eiles der Bahn des sphärischen Pen* 
dels auf eine Horizontalebene darge> 
f stellt. Die Puncte 0, 1» % 3, 4, elc- 
\ entsprechen den Zelten 

\ 0. T, 2r, 37, AT.., 

I deu Winkeln 

/ sodass 

Mi) — iV2 = = . . . = r sin «, 

ilfl = ilf3 = ifö = ... = r sin /3; 
endlich den Winkeln 

9» = 0, = 4», = 20, =s 30, 44» = . . .» 

sodass 

oMl = IM2 — = 0. 

Von besonderer Wichti^'keil für ilic Reiiutniss der Bewegung 
df s sjihririsclicii I'tMidels ist die LiidTsiu iuiiig, ol) <!< i W inkel 0 
grosser oder kl«'iii<;r als ^ tt isf. Es wird im Fol^t nach- 
gewiesen werden, dass er immer grösser als ^ 7t ist. Damit 
ist dann zngleich gezeigt, dass der höchste Punet des sphärischen 
Pendels auf einem kleinen Kugelkreise in der Richtung der 
Bewegung vorwärts schreitet. 

S 77. 

Wir gehen zunächst dazu über, dem Ausdrucke für den ' 
Winkel 0 

0 ^= PT+ iKZ (m,) + iKZ (ia., + IC) 
eine reelle Form zu geben. Dazu dienen die Formeln (1) und 
(8) des S 69. (S. 276 und 278.) 

iZ im) = - tg am (u. k') J am (uA') + 5^ + Z («, 1^) 
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,Z(iti + Ä)== ^am{u,k*) + 2-^4-Z(«,/r). 

Mit ihrer llüUe erhält man: 

+ + ATZ (aj, + A Z («„ 

und wenn man di«» beiden Fiiiu lioiuii Z vermittelst des Additious- 
theoremeii der zweiten Galtung (fi) § 64) vereinigt, 

(34) ^=PT-/Cigam(ai,k)Jam{ai,k)'^ :di m{aJJ) 

+ A'^^if sin am (aj, J(r') .8in am (^2» Ar0 .8in am («i + aj, Ar') 

Hierin liommt nun das Argament + »2 elliptischen 
Functionen desselben liann man mit Hülfe der Fundamentaifor- 
meln (25) § 27 aus den Formeln (30) ableiten. Man erhilt 
dauu : 

Sin am («i = -^^^ _ ^ — . i"=^iä tg^i^ 

1 1^ ^ , 1 a t/c08Ä + C0S« 1— tp*^« 
COS um ,iu H- a-, Ä] = 17 tg i p // • -j . . . *rm 

welche Ausdrücke sich mit Hülfe der Helalionen: 

cos^ {« cos^ fP + sin^ J « sur 5 p = — — 

cos' 4« COS' 4p ~ sm* Ja sur Jp = ^- ^ ^ 

auch in folgende umwandeln lassen: 

, ' , , ,V. k \Ar C08 « cos fl 1 + cos a cos ö 

^ * *. * ^cos'^^cos'« ?^l+2co8acos^r-f cos?« 

/ , A: sin ^ cos« siufioosa 
cosam (a, + rtj.Ar) = 

^ am («1 -j- Oj, k) = /r 



* /^COB*^i— CO««« ^14'^C08«C08^+C0B*a 
sinn cosß SUlftCOS/} 
Veoiflß — co8*a ' y 1 -|-2oo8 a cos ^ -f> cos^ " 



; Drückt man nun mit Hülfe dieser Formeln inid der Formein (30) 
alle in (34) vorkommenden elliptischen Fuucüonen von a^, 03 
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iiikI rt, -|- n.t «IiiitIi « und ß aus und vereinigt dii'si* Ausdrücke 
mit ilem ersten Gliede PJ, welches uach (32) den Werlii 

sin« ^eoa* ß — cot' u 

hat, so erhall man 0 in seiner einfachsten reellen Gestalt foi- 
gen^ermassen: 

worin man dem ersten Gliede auch die Form 

iiiC tg « cos am -f- a,* 

gfhen kann. Daraus ergiebt sich auch sofoil <ui«* Üi'iliem'iit- 
wickelung ffir 0, wenn man die (13) § t>0 gegebene ßeihe Jür 
die Tramicendeiite Z 

anwendet, nämlich 

^ ArAT sing ging , »(g,-}-^^) 

Bemitzt man hingegen die aus der Jacol»i*8chen Functfon hervor- 
gehende Reihe (% 65 S. 261), nSmIlch 

2^ sin — 27* sin -j^- -|- 3?' sin — ... 



1 — 2äf COS + 2sf* cos 2sf* cos . 



so erhält mau 

_ AÄ'sin ß since 



ATA 3111 p am« ?e (0^4- IIa) 

Jk'cM«^ - cos*« «Ä' 

1 _ 2y' cos ^. 2^ * cos 'M-^^ ^ cos 



4 
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$ 78. 

Der im vorigen § ermittelte Ausdruck für 0 soll mm aucb 
dazu benutzt werden, die Natur dieses Winkels näher zu unter- 
suchen, indem gezeigt werden soll, einmal, das» er immer gleich 

oder grosser als ~ ist, und zweitens, dass er, wenn ein bestimm- 
ter Werth von a festgehalten wird, desto grösser ist, je grösser 
ß angenommen wird. 

Suchen wb, um dieses zu zeigen, zuerst den Werth des 
Ausdrucks (36) 

(37) 0 = A'iT tg « cos am (oj -I- o,, Ar') -l- ^^^^^^ 

+ ATZ («, -I- «2, Ar') 

fdr ß = o auf, 80 ergiebt sich, weil aus den Formeln (35) 
«1 + AT' für /} = o folgt, und Z (AT', k) = o ist (g 60. 
S. 235), alsdann 

* 2 

Wenn nun gezeigt werden kann, dass bei constant angenomme- 
nem a der Differentialquotieut 

dß 

immer einen positiven Werth besitzt, so werden damit die obigen 

Behauptungen erwiesen sein. Es könnte als ein Widerspruch 

erscheinen, dass wir hier für 0 den Werth ^ bei verschwmden- 

dem fl finden, während wir frfther hn § 76 sahen, dass" in die- 
sem Falle der Winket ip den Werth Null hat. Allehi ee kann 

leicht gezeigt ^\ erdeu , dass das im Allgemeinen periodische Glied 

des Ausdrucks (33) von ^ fftr /I s o den Werth — f ^ ^'i* 
nimmt. Da namllch, wie wir schon § 76 sahen, alsdann 

0, =s 0, = AT' 

ist, so ergiebt sich 



9»= t' + 4« log ^^-jp^^^p^, 



aus der Formel 
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i7{«,a) = «Z{») + 4log|{^^j 
alwr erUlt nao, weil JI{u.Jt + iJt) = o iat, ^HS. 8. 72) 

wie aus der Formel (4) (§69. S. 277) für Z {u HC ) leicht 
gefolgert werden kann. Demnach ist in der That, wenn noch für 

u sein Woih -^r Kubstltnirt wii d. 

n t n t 

Um den DifTerentialquotienten -~, auf dessen Zeichen alles 

ankommt, zu entwi<'kehi, müssen wir zuerst dem Ausdrucke (37) 
eine etwas andere Gestalt geben. Führt nian statt der Function 
Z die Function E ein, indem nach Formel (14) ($ 60. S. 234). 

Z («) c= £ (u) - I ti, 

abo auch 

/ E' 
Z (a, 4- aj, k') = j& (öj -I- oj. Ä] — (a^ + a,} 

ist, 80 erhält man 

(&=s*'ÄtgacoSflm(a^ + a,. A) + ^."^ - KE!^ 

und wenn man die im $ 68 bewiesene RelaUon 

K'E KEf ^ KK' = ^ 

anwflnd^t, 

O z=ik'K tg a cos am (a^ -J- «j, ä') -|- (oj 4- a.^) — JS') 

+ KE (a, + A ). 

Hierin ersetzen wir nun das Argument + <lurcb die Am- 
plitude, indem 

am [a^ -f- «2» ^ j ^ 
sei 9 dann wird mit Anwendung der Lcgcndre'schen llezeichnung 
0 = Är'jrigacostf + (E^-K) F(0,k') + J^iT,. {tf. *'). 
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Dieser Aiisilnick soll nun vollständig nach ß difTerentürt , « aber 
al8 constaot betrachtet werden. Dann kauo man setzen 

f^Q. _ da d(k'^) 



dß dt dß ' d(k'*) 

indem man bei der Differentiation nacli k'^ zugleich auf die Ver« 
inderlichkeii von K und ^ Rücksicht nimmt, und zeigen« dass 
bade Glieder des vorstehenden Ausdrucks positiv sind. 
Aus den Gleichungen (35} folgt 

^ / 1 F '\ * 1 + COS et cos 8 

' * ' ^ sin ß eos ff 

Durch Difiterentialion nach ß erhält man daraus 

do cos« 



cos ß — cos «* 
differentiirt man ebenso 

-#2 ^ 1 -\- 2 cos « cos ß -|- cos* a 

2 C08 tt C08 f) 4- OOB* ß ' 

80 erhält man 



äjk'*) . n • fi eo8*tt (cos a -| - cos -f* <?08 P 4 - co aof eo8^) 

dp" ~~ ^ siu p (i":j-2co8«cos<l + coa9)» ' 

dieser Ausdruck ist immer positiv. 

Nun erhält man ferner 

^ *'irtg«aln<» _ + A-z/ (ff, *-): 

substituirt man darin die (35) gegebenen Ausdrücke für sin <f 
und ^ {c, k'), so findet man 

y^ß~-eä^ ktinaewß 

Nun ist fC — E eine positive Grösse, denn drückt man dieselbe 
durch ihre Integrale aus, so. ist 

n n n 

' - * =/i - A =f^^' 

mithin positiv, weU die unter dem Integralzeichen stehende 
Function innerhalb der Integrationsgrenzen nur positive und end« 

liehe Werthe annimmt. Wenn daher, a < y ist, so wird sowohl 
U ab auch ^ negativ, also das l'roduct |* ^ positiv. Ist da^ 
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geg^n a > -l-» 80 kaua man da^eeibe i'roduct in folgende Ge- 
* 

stalt bringen 



d€ dß *'«(co8^ — cos«) {" ^cos'^ — cos*« 



4- {K — E) C08 « Veo^ß — co^g I 

Ar* ' j if (cOi[i+co8tt) (1 + cos« cos ß) 

k'*{wMß^€M«) f8in«co«(}^l+2coB««OB(H-coü^ 

Ä siuce cos ß \ * 

in welcher das erste Glied immer, und das zweite GHed gerade 

dann positiv ist, wvmx a > ^ ist. Deninadi Ul erwiesen, *ldss 

das erste Product des Ausdrucks (38) immer einen positiven 
Werth hat 

Die Diflerentiation nach k*^ liefert » 



m ^ -^ir- ^ ^'^ "^"^ diW) ^f^'^^-djk-^) 



f^d{E~K) 

' dik' 



Zur Reduction dieses Ausdrucks benutze man die in $ 68 
abgsieiteten Formeln 

_dK_ K _ Ä . d{E-K) _E 

d{k'*) SP 24«*'«' d{it^) 2k'^ 

~~ 2*^ 2A«iii?» ~" 2**» 2*'« • ' 

ferner 



F (ff, k') sm_9coB «r 

1^ WJ{9,lf) 



mc,k') _ E,{a,k') 
dE,{c,k') _ ^,(ff,ifc')-/Xff,ifc') 

SubsÜtuirt man diese Ausdrucke und ordnet nacli den Factorea 
JET und JC — JB, so beben sich die in IT multiplicirten GUeder 
auf, und die anderen geben 
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Dieser Ausdruck ist nuu stets positiv, ebenso war es auch 

folglich hat auch das zweite Product ^i^T somit ^ 
stets einen posiKven Werth. 

Da Huii der Winkel <J> lür ß = o den Werth ^ hat und we- 

gen des stets positiven EKflTerentialquotlenten ^ mit wachsendem ß 

ebenfalls wächst, so ist 0 nicht allein stets gleich oder grösser 

ak y, sondern auch desto grösaer, je grtoer i>ei festgehaltenem 

et der Winkel fi angenommen wird. Hieraus ist alsdann ersieht^ 
lieh, dass das sphärische Pendel bei jeder Schwingung 

ei neu Auss( lilag aar Ii der Seite der Bewegungsrich- 
tung hin macht, und dass dieser Ausschlag desto 
grösser aysfällt, je grösser die kleinste Alilenkung 
von der Verticaiiiuie im Vergleich zur grössten Ab- 
lenkung ist. 



Emundzwaiizigäter Absclmitt. 

Ueber Fimctionen einer complexen Variablen und die 
Vieldeutigkeit bestimmter integrale. 



79. 

Unter einer complexen Grösse versteht man eine Grfisae 
von der Form 



in welcher x und y reeU, und i 1 ist. Die Beteich- 

nuni^ complex in dieser engeren Bedentnng ist erst seit Gauss 

in Aufnaluue gekofimieu; früher verstand uiaii <l;inniter jeden 
irgendwie aus ungleiciiartigcn Theilen bestehenden .^usdruck. 
Setzt mau 
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und niiniiit iiian .i iiml y :i1s sl(>tt^' vcräiuii'rlich au, ao uenut 
man z eine stetig veräiRlerli( Iie t oniplexe Grösse. 

Als das geometrische Bild einer reellen \ eräuderiirlien be< 
trnrhtet man bekanntlich einen auf einer festen Geraden der 

» 

Ahscissenaxe) sich bewegenden Punct, indem jeder reelle Werth 
der Veränderlichen durch den Abstand des beweglichen ^Punctes 
von einem festen Puncte (dem NuUpuncte) dargestellt wird. Als 
das geometrische Bild einer complexen Variablen betrachtet man 
dagegen einen auf beliebige Welse in der Ebene beweglichen 
Punct, und sr^var so, dass in jeder Lage desselben die Warthe 
der beiden reellen Variaheln x und y, von denen der Werth der 
complexen Variablen z ahhaiigt, durrli rechtwinkligen C'.oor- 
dinaten des Punctes dargestellt wordni. Daiiacli wird durrli jt'ilcii 
reellen Werth von z (bei wcjiclu'iii also ;/ = o\ ein l'unct der 
Abscissenaie, durch jeden rein imaginären Werth, d. h. 
durch jeden Werth von der Form iy (bei welchem also afs=o), 
aber ein Punct der Ordinatenaxe bestunmt. Ferner, entspncbt 
jedem beliebigen Werthe von z irgendwo ein Punct in der Ebene» 
und umgekehrt kann zu jedem gegebenen Puncte der entspre- 
chende Werth von z gefunden werden. Glebt man der com- 
plexen Variablen die Form 

z — r (cos (p i sin <p) , 
so stellt der Modul r die Entfernung des Punctes vom NuU- 
puncte (den Radius Vector des Puncts), und rp die Neigung 
des letzteren gegen die Ahscissenaxe dar. Man kann daher auch 
sagen, dass durch eine complexe Grdsse eine gerade Linie ihrer 
Länge und Richtung nach dargestellt wird, nämlich die von 
dem NuUpuncte zn dem darstellenden Puncte führende Gerade, 
oder auch jede der letzteren gleiche und mit ihr dir ect parallele 
Gerade. 

Daraus ergiebt sich leicht, dass die Summe zweier complexen 
Grössen 

*2 + «I = ^2 + ^1 4- ' Pi) 

diejenige Gerade darstellt, welche von dem NuUpuncte. nach dem 
vierten Eckpuncte des Parallelogramms hinführt, dessen Seiten 
die durch und dargestellten Geraden sind. Ebenso erhellt 
leicht, das» die Diiferenz zweier complexen Werthe 
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die Gerade ^it, ibrer Lftnge und Richtung nach (von z^ nach 
darstellt. 

Da der Modul einer complexen Grösse die absolute Länge 
der durch die letztere dargestellten Geraden angiebt, so vertritt 
derselbe gicirlisam die Stelle eines alisolulen Werthes der com- 
plexen Grosse : wenn iiiciii dnluT nn'iirere complexe Wertlie ihrer 
(Crosse tiH(h iml (Mnaud<M' zu v(M-<;l«ichen hat, so muss man die 
Wertlie ilirer Moduln dalni ifi Hcfrarljt ziclion. 

Wenn die complexe Variable r eine Heilie stelig auf einan- 
der folgeiuit r Werthe anniminl, so durchläuft der darstellende 
Punet eine in .eineih ununterbrochenen Zuge fortgebende Linie. 
Da die Veränderung von z durch zwei gänzlich von einander 
unabbSngige Variable, sc und y oder r und besthnmt wird, 
so kann man sich die Veränderung von z in jeder beliebigen 
Linie vor sich gehend denken. Dabei verdient besonders hervor- 
gehoben zu werden, dass es zur Stetigkeit der Veränderung von 
z durchaus nicht nothwendig ist, dass die von dem beweglichen 
Puiu le beschriehcne Linie eine nach einem deuiselbeii ina- 
tlu luaiischen Gesetze fortgehende Curvj' sei, sie kann vielmehr be- 
liebi^j: ans versehiedeiKMi geraden oder krummen Linien zusam- 
mengesetzt sein. Daniii die \'eränderung von z stetig vor sich 
gehe, ist nur erforderlich, dass die Linit; einen ununlerbroche* 
neu Zug bilde. Es scheint für das Folgende nützlich zu sein, 
dieses an einigen Beispielen näher zu erläutern. Denken wir 
uns, die Variable z beginne ihre Veränderung mit dem Werthe 
z = o und gelange , nachdem sie eine Reihe von Werthen durch- 
laufen liat, zu dem Werthe ib, welcher durch den Punct B (Fig. 20) 
auf der Ordinatenaxe dargestellt werden 
möge, indem die Entfernung OB = 6 sei. 
Dann kann die Variable r iso di iK keii wir 
uns kurz aus, anstatt zu sa^^eu: der hewej?- 
liche Phih I. weh Imt 4leii jcdesiiiali[;eii Werth 
der \'arial»l» Ii z darsfelllj auf sehr verschie- 
denen Wegen von 0 nach 5 gelangen. Erst- 
lich möge sie die gerade Linie OB durch- 
laufen, dann bleibt x constant =1=0, wälu'ei^d ff nach und nacli 
aUe reellen Werthe von ohUb annimmt Zweitens durchlaufe 
die Variable z die aus den drei Seiten eines Rechtecks bestehende 
gelM-ocbene Linie OACfi, bei welcher OA = a s<4. Dann ist p 
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TOD 0 bis A eonstant s= o, ood x wächst von o bis «; alsdann 

bleibt a- auf dem Wege bei dem erlangten M^ertb a stehen, 

lind y wärhst von o bis b, endlich bleibt 
von C blc B nun y eonstant = b , un«! x 
nimmt von a bis o ab. Drittens möge 
die Variable z zuerst auf der Abscissenaxe 
von 0 bis R fortgehen (wo OR == b) und 
dann den Kreisbogen RB beschreiben. Setat 
man für diesen Fall 

z — r (cos 9 4- t siu <p), 

SO ist auf OR zuerst <p eonstant = o, und r wächst von. o bis 
alsdann bleibt r auf ItB eonstant =6, und q> wächst von o 

bis Untersucltea wir als ein letztes Beispiel noch den Gang 

der reellen Veränderlichen, während der bewegliche Punet fol- 
genden l¥eg beschreibt: Er gehe zuerst von einem Puncto a 
auf der Abscissenaxe bis zu einem in der Nähe des Nullpunctes o 
liegenden Puiicte d (Fig. 21), beschreib«' ilaun einen ganzen Kreis um 

o mit th'iii ll.<ibuit'>s*'r ob = Q und kehre 
wieder von b nach a zurück. Es sei 
oa=a; .«etzt man z=r (cos 9> 1 sin 9), 
so ist während des Weges ab die Va- 
riable 9 eonstant = o, und r nimmt 
von a bis g ab. Alsdann bleibt wäh- 
rend des Durchlaufens' der Periphe- 
rie des Kreises r eonstant = und q> 
wächst von 0 bis 2« (wird der Kreis in 
«»nlgegengesetzter Richtniip: durchliuileii , so iiiniint (p von 0 \m 
— ab). Endlich, während die Variable von b nach a zurück- 
liehrt» bleibt 9 eonstant = 23r, und r wäcltöt wieder von g bis a. 

' Man sieht aus diesen Beispielen, dass zwischen einer com- 
pleien und einer reellen Variablen ein sdir wesentlicher Unter- 
schied stattfindet. Während durch zwei bestimmte Werthe einer 

reellen Variabb^n die Ueihe der dazwischen liegenden Werthe, 
welche die Variable utmehmen iiniss. um dem ersten zum 
zweiten WerLhe zu gelangen, schon niUlMstinuiit ist, ist ditis bei 
einer complexen Variablen keineswegs der Fall, vielmehr giebt es 
unendiich viele lieihen stetig aufeinander folgender Wertlie, welche 



Fig. 21. 
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voD einem bestimmten Werthe einer complexen Variablen xu 
einem anderen lieetimmten Werthe 'liinfOiiren. Geometrisch atis- 

gedrOcIit heisst dies: Eine reolle Variable kann nnr auf einem 
einzigen Wege von einem Werlhe zu einem anderen gelangen, 
nämlich nur auf dein zwisclien den Ik iiIi n ^ntsprecliemlen Punc- 
ten liegenden Stücke der Abseid ( n ixe. Kine eomplexe Varialvte 
dagegen. kann man auf unendlicii vielen verschiedenen Linien oder 
Wegen von einem Werthe zu einem anderen gehen iaseen. 

$80. 

Es sei u — f [z) eine Function der cnmplexen Variahlen 
z = X iy. Da man eine solche nieder auf die Form einer 
complexen Grösse bringen liann» so wird man setsen kftnnen 

worin X und Y reeUe Functionen von x und y bedeuten. AUefn 
auf dieselbe Form Itann.man auch jede Imaginäre oder reelle 
Fünetion von x und y bringen, aoch wenn in Ihr ar und y nichl 
«gerade einzig und altein in der Verbindung x -{^ iy enthalten 
sind ; und es leuchtet ein, dass iHcht jede Function von x und y 
zugleich eine Function von z, d. h. eine Function von x und y 
in der bcsliniuiU'ji Verbindung x -|- »y ist. Z. 11. x — »>/, x'^-^-y-, 
2x + iy sind nicht Fuucliuuen von x -\- iy, obwohl sie Functio- 
nen von X und y sind. Wir haben daher zunächst die Bedin- 
gungen aufzusuchen, welchen Ä und Y genügen müssen, damit 

II = ^ + tF 

wirklich eine Function von z, d. h. von x -)- iy sei. 

Denken wir uns zunächst an Stelle der imaginären Einheit 
i eine beliebige reelle Constante a gesetzt, nehmen wir also an, 
es sei 

2 = ä; -I- «y, 
und untersuchen wir, wann u eine Function von z ist. 
Man hat otfenbar 

* 'du du dz du _ du dz 

Cx dz ex' cy dz oy 

oder da . 

dx'^^* dy.~~ 

I> ilrt^^K, »Ui|«l. Fanctionen. 21 
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'de _ du ()u du 

cx dz* , dy ^ dz' 

DeiiinaeU erhält mau , 

#fe f^,T ff % 

al^ die Bi'iiin*,'uiig dutür, üass u eüic FuiicUuu^vou x + ay sei. 

Untorsuclien wir mm. welche Fo^ningen .sich ergebe«, 
wenn wir diese Betrachtung auf <ten Fall Qbertragen, dass die 
imaginSre Einheit i an die Stelle von a IritU Da v = JIT -|> iF 
gesetzt war, so erhält man aus der letzten Gleichtmg 

weiche complexe Gleichuilg sogleich in die beiden reeHes 
chungen 

' dos Öif* €}jif, ^dx 

jierfallt. Dieses ^nd sclioo die Bedingungen, welelien die Funo- 
tionen X und Y genügen inftssen, damit u = X iY eine Func- 
tion von r a= .r iy sei. Alicüi wir können (La aus noch eine 
andere wicluige Folgerung ziehen. Bildet man nämlich die De- 

rlvirte -r-; so erhält man 



d. + .v/T 



rf« dx-\-idy ^ 

ifa dx-^idy da; -\- idif 



1 + .-^ 



In Folge der Gleichungen (1) aber verwandelt sich dies i^ 

du _ \ix ix J \ dxj 

oder auch in 



du t ygy (^y V dxj ^ y'^' ^ ^>-v 

äx 
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was wieder mit den Bcdiii^uuj$sgleicliuu^en 

du du 1 &it . 

dz iöx i di 

^]^^eiasUnuut. Dies zeigt uun, dass die Derivirlc vou 

dem Differentialiiodtienteii nnabhStif^i^ ist Um 

die iw'<lr(iiuüg davon einzusehen, erinnern wir uns. dass die Ver- 
änderung' der Variablen z auC eiueni beliebigen W e^e vor sieh 
geheu kann, ^ehuieu wir uun an, es geschehe dies aur irgend 
einer Curve, deren Gleichung in rechtwinkligen Cpordinaten 

sei, dann giebt dei* Werth des Diilerentiai^uolienten ^ die Bich- 

long dieser Curve im Puncte t an. Wenn nmi die Derivirle — 

Tob ^ unabhängig ist, so hetsst dies, dass sie för jeden Weg. 
den die Variable t eiaschlagen mag, dena^ben Werth hat; mit 
anderen Worten, dass die Derivirte ~ von der Art, in weicher 

aZ 

die Variable z sich verSnderl, unabhängig ist. Bei einer Func- 
tion einer reellen Variablen kommt die VerSndernng der Varia 
blen seli)st iiielit in Ib'traelit, weil diese Verändennip eben iniv 
atii eine ein/.ige Art vor sieli j^^elien kann. Bei Kuim lumcn von 
einer roniplexen Vaiiablen dagegen spielt gerade die Versciiieden- 
nrtigkeit, mit der die Variable sich verändern kann, eine grosse 
BoUe, nnd es ist daher von grosser Wichtigkeit zu zeigen, dass 
die Derivirle einer Function einer complexen Variablen von der 
Art der VerSndenmg der Variablen tmabhingig ist. - ^ 

Nun leuchtet aber auf der anderen ^ife ein, dasa, weiin 
dieses nl«lil der Fall wSre, der Hegrilf der Bertvirten bei' com* 
plexeii VaiMeln gar Klebt bestfmmt sein vQrde, wenigstens 
ffidit in der Weise bestimmt» wie bei reellen Variabetn*}; d«« 



f) Bei reellen VeitoderiiclMn iai die DcrivirU» tmebhXtiglg- ven dem 

olMIldlicli kleinen Zuwachs des Vaneblcn. Soll dasHclbc auch bei 

complexeu Variabcln statttindon, so muss die Dorivirte nicht allein von 

der- h'Ange, sondern atich von der Rirlittinf: «ier un<Mi<irirli kleinen, 

doroh- dz daige^tellteii Linie «nabhäogig sein.; und dieses letztere wird 

i . ' dg ^ . 

durch ^ie UnaJiliKDglglcett .von ^ erreicht. 

2X* 
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m 

her hat Rlemann*) diese Bedingwig .dar (UttaUiingigiwit der 

Dcrivirteii von dem Werllie des IKfTcrentialquutienten ^ als Tk»- 

finitioD einer Function von einer complexen Variablen aufgestellt 
und es soll nun noch in der KOrie geieigt werden, dass man 
hievon ausgehend auch zu den ntoittchen Bedlngungsglelclmpgen 
(1) gt^langt. Wir haben* oben unter (2) schon den 'vollständigen ^ 

>iusdpick iüi' die Derivirle ^ eruiittelL Multiplicirt mau Ijei- 
ilersetts mit 1 + < ^* *w eriiMt man die Glcichnng 

dz da: "dx ~^ dx \ dz dy dy J * 

welche ziiiulge der goniachleii Forderung von uijablidiigig sein 
muss. E& musm daher fär sich 

du . . dy y^jj . du^ \ dx ^ ^dy t^'<'^ 

dz dx d» * dz ^ ... ST 

sein. Hieraus fliesseu dann wieder wie oben die beiden Bern* 

^uiigcn ' 

Uteuach ist also, wenn u = AT-htK eine FudcUou von t = ar + 
sein' soll, keine der Funcliooen X und Y ganz willkürtieh. Viel- 
mdir -findet man durch nochmalige Differentiation der vorigen 
GleichiA^dn 

da*^ dy* ~~ da^^ dy* 

dass also beide Functlanen der nlmlSchen partleilen Differential- 
gleichung Eweiter Ordnung genügen roOssen. 

Die vorstehende Bedingung enthftlt ^ne interessante geome- 

Irische Beziehung, die noch kurz erwähnt wenlen möge. Ehenso 
wie durch jeden Werth der Variablen z ■.— x iy die Lage eines 
Puncles in der Ebene besthnmt ist, wird auch durch jeden Werth 

*> Bleaiann» Grundlagen tBtt ebM allgemeine TÜeoife der Fune- 
tionen einer vefftnd«rU«ken eomplexen Orttoie. (Innng.'DlM,) fitfCtia- 
gen lg5t. ' 

Cnnehy beceiobnet X -f- iy «eeb dum nl« Fnnetien von « + 

wenn nur X nnd JT reelle FnncUoncn von ;r und ff sind; wenn d|e 
ohigo Bedingung erfüllt ist, nennt er die Fimctiun monogen. (Kxer- 
vices d'aoal/se et de plijsique inatli^RÜ4|ac. Tome IV. p. 340.) 
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der Function u = Jf + ir tlie Lage eines Piinctes in (U rsi'lbeu 
oder in einer andiMMM) Ehene bcsliinuit. indem X und Y die ret ht- 
winkligen Coonlinaten Hirses l'uartes siml. Wenn u eine Fuih - 
tion von r ist, so ist die Lage des Puiu tes « von tlei- Lage des 
Punctes z abhängig, und heschreil)t der bewegliche Punct z eine 
Cun^e, so wird auch der Putact ti eine von der ietztereu abhän- 
gig« Curve beschreiben. 

Wir wollen nnn die Beziehung auf- 
Nichen» in welcher swel solehe Gurven 
stehen mOaiften, wenn 4le Bedingung» «las» 

die Derivirte ^ von , d, h. vofl der 
4t dar 

liröflse und Richtung vofi dz unabhängig 
ist» erl&Ut sein seil.*) 

£8 aelen t' und (Flg. 22), zwei un- 
endlich nahe an einem dritten 



Fig. 22. . 



Puncle z gelegent' i*uiicte, und 
man setze die um uiiUcii kleinen 
VerbiüduiigsUnien 

ZZ as dz, ZZ dz . 

Ferner seien u,u,u" (Fig. 23) 
die den Puncten z, z\ z" enl- 
sprerhendeu Puncte, und die 
e!i eilt;! Iis unendlich kleinen Ver- 
bindungslinien 

«II =s d»» uu sss du , 

Dann besieht die obige Bedin- 
gung darin, dass 



Fig. 23. 




, du dt* 
oder — n ^ '-TT 
dir dz' 



dn du 

dz dt 

sein BMiK. 

' Setat man aber 

tfc' a zit SA T (cos tp + i sin <3p') 

dvl = uu = (cos ^' -h i sin ^'), • 

' dz" = zz" = r" (cos ^" + I ain y") 

rftt" = «»" =^ q" (cos t^i" + f sin if% 

*) RIesiann. GnindUgen für eine allgemeine Theoria d«r Fune* 
tMion elaer vesiadei^ohea eotnplexaa GröMe. B. 3. 
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i (cos - + I sin - ^'"j) 
5= (cos (9' — y") + I »in — 9")), 



also 



4, und - r = 9 - y"; 



in den Dreicckm 2 j' 2" uinl u u n" sind also die Winkel t z z" 
und r/ « u" rinander gleicli, und die sie eins< hiiessfiKl»*n Seilen 
proportional; die beiden Dreiecke sind aUo älittUcli. Da niia «lies 
für jedes Paar entsprechende!' iNuicte, z nnd 11, statUindeo miusk 
so isC die von dem Puncte tt beschriebene Figur der von dem 
Puncto z be3ehi1ebenen in ihren kleinsten Theilen ihn-' 
lieb, und zwei sich schneidende (Kurven in der Ebene der u bil- 
den denselben Wuikei mit einander, nie die entaprechenden Cur- 
ven in der Ebene der 7. 

Uui das Voi ht'i gellende durch ein Beispiel zu erläuleru, be- 
tracblcu wiv tlie Function 

w = lg 

Da 2 s= 07 + ^ i^ so ertiätt man 

und nüt Berücksichügung der Kelalion 

9 *— Jf 

- . . e — e 

nach einer Idchten Rechnung 

in\ ^ 2»in loi e — e 



und 



II = A + iT. . . - 

Fig. 22. Zuerst lassen sich durch DUTerentiatfon die« 

ser Aiisdrncke die Bedingungsgleiciningen 

1 1 ) leicht verificiren. Nimmt man ferner 
an, der Puiict r bewege sich aui einer der 
Absrissciiaxc in der Enlfernnng b paralle- 

y ^ len Geraden ^Fig. 22 ^ so ist y conslant 

= 6, während x veränderlich bleibt. Um 
nun die t^um zu linden» welciie der Punct 
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tr beschreibt, wSbrend t in der aiigcgebeuen Weise sich bewegt, 
Iial man nur in den Aiisdnlekeii ;3} y = b zu setzen und x zu 
eliininiren. Dann erhält riuni /wisclioii ^U'n rechtwinkligen Coor- 
düiateu Jl n^d Y des t^uncles u ili«' Uieichung 

welches die Gleichung eines Kreises ist, dessen MiUeJ|mucL M 
(Fig. 23) auf der Ordioalenaxe in der Entfemiing 

e — e 

vom AufangspuQcte liegt, tuid dessen Hadius ^ 

P ± — r::^ 
g — e 

ist. Lässl man lerner den I*unct z jJich aul einer <ler Uidiiialen- 
axe in der EntlemuDg a j»arall(4en (leraden Iiewegen (Fig. 22), 
so findet man die entsprecliende (ju ve für den Pnnct u, wenn 
man in (3) a setxt und \f eliminirt. Dann ergiebt sich di« 
Glelehung 

(M') * . - . AT« + + 2totg 2a X -1=0, ' 

welche elienlalb eifK'ii Kreis " Fig. 23. 

darstellt, <Usseii Millplpunct 
(Fig. 23) aul d« i Abscissenaxe 
in der Entlernmig — colg 2« 
vom Aufangspunete liegt und 
den Radius i( 

hat. 

Wenn also der l*unct z 
sich auf /.wei einander recht- 
winklig duichscinieidenden, <ien 
Coordlnatenaxen parallelen Ge- 
raden bewegt, so bewegt sich der Punct u auf zwei Kreisen, deren 
MiltelpuBCte auC den Coordinatenaxen liegen. Nach .der obigen all^ 
femeio^n Betrachtung aber mfissen, weil die Geraden^ rechtwinklig 
aufeinander 'stehen, auch die Kreise sieb Vechtwiuklig- dui*ch- 
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6cbnek1«n. Dies zu veriOcircn ist nicht schwer, da man leicht 
leigen kann, dass die aus dem Mittetpuncte jedes Kreises an den 
anderen Kreis gezogene Tangente dem Radfns des ersten Kreises 

glelcii hl. Man erhält bekanntlich das Quadrat der ans einem 
beliel)i<:i'ii Puncle an ehien Kreis geh-gten Tangente, wenn man 
in den Unken Tlieil der auf ISull gebrachten und durch den 
C<>efficienteii vun A'^ nnd Y'^ dividirten (ih'ichung des Kreises 
die Coordinaten des i^uuctes, aus dem die Tiiiigente gelegt wer- 
den soU» substituirt. Nun sind die Coordinaten des Mittelpunctes 
des Kreises (M) 



und 



24 , —u 

e -\- e 

e — 9 



Substltuirt man diese Werthe in den Üniten Theii der Gleichung 
(M'), so erl^lt man 



iiufl dies ist in der Thal das Oui^drat des Raduis q. Ebenso 
sind die Coordinaten des MIttelpunctes des Kreises {M') resp. 
— cotg 2a und o. Diese in den Unken Theil der Gleichung (M) 
sttltötltulrt, gehen für das Quadrat der Tangente 

cot«' 2a + 1 = -J^. 

also das Quadrat des }{adtus p'. Die beiden Kreise (Un chschnei- 
den sich daher in derTliat redituinldig. Nimmt man, wie es in 

der Figur geschehen ist, a positiv und < ^, und b ebenfalls posi- 
tiv an, so werden die Ausdrücke von Ä und Y für x == a und 
y b iieide {msiliv, daher entspricht dem Puncte z der Puact 
«. Man erhält ferner 

^ A je'' -e- '' ). in 2a: 

Da diese Ausdrucke in der Nähe des Punctes m ebenfaUl» positiv 
sind, so wacihsen in dem Kreise M mit waclisendem x sowolil X 
als auch f\ und da fern r- 
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dX 

dy dx * dy dx' 

80 nimmt im Krei^ M' die Abscisse X mit wadiseTidem y ab, 
wihrend T wächst. Wenn daiier der Funct z nach z p^A, so 
geht » Dadi u\ geht aber z nach z", so bewegt sich u nach 
iKe Figuren machen ferner anschaulich, da§8 die ziemlich nahe 
bei einander liegenden Pmicte z, ein Drelecli einschllessen« 
welches dem von den entsprechenden Puncten u, u\ u gebttde- 
teil Dreiecke nahezu ähnlich ist. 

S81. 

Wenn eine Function vollkommen eindeutig ist, d. h. wenn 
jedem \Vprt!>e der V t i amirrlichen nur ein eiiizi^'er Werth der 
Function eiiLsi»ri( ]it , \vie 1mm den algehrais< h<'n rationalen, den 
Exponential- und trigoiiüinclnschen Funrtionni, so niuss offenbar 
(Ilt Worth, den die Function in iri^'cnd riiiein Puncle z (d. h. 
für irgend einen Werth der Variablen z) erhält, ganz unabhän- 
gig sein von dem -Wege, auf welchem die Variable zu jenem 
Puncto gelangt ist; denn wäre dies nicht, so mfisste die Function 
fflr denselben Werth der Variablen verschiedene Werthe anneh- 
men l[5nnen. Anders aber verhSlt sich die Sache bei den zwei- ' 
und mehrdeutigen Functionen. Bei diesen ist in der That der 
Weg, auf welchem die Varfable zu ehiem Pnncte gelangt, von 
Einfluss auf den Werth, welchen die' Function in diesem Pimcte 
anuininit. Ob nämlich eine zwei- oder mehrdeutige Fuiu lion die- 
sen oder jt'iKMi ihrer Werthe in irgend einom Puncte erhall, hängt 
ab: erstens von den» Weillie, den man der Function im Aus- 
gangspuncte der Veränderlichen gieht, und zweitens von der Be- 
schaffenheit des Weges, auf welchem die Veränderliche von dem 
Ausgangspuncte zu dem zu untersuchenden Puncie liingehL £s 
kommt dabei darauf an, ob zwei Wege, weiche von ehiem Punete 
%^ zu einem anderen Pnncte z hinfähren, gewisse Puncte, die wir 
mItCauchy*} ausgezeichnete Puncte (;>oml9 «%vlier«) nen- 
nen wollen, einwhliessen oder nicht. Diese Puncte sind solche, 
in welchen entweder die Function unendlich oder unstetig wird, 

*) Caucby. Exercices d'analyM et de physiqne raathdmatiqae. 
Tome IV. p. 327. 
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m\tv in welcht'u iwc'i «der iiitlneir. iiti Allgemeinen versrliie- 
(!(»ne, Worüio der Fiincüou eiiiauder gleich werden. Nebmeu 
wir z. B. die Function 

so besitzt 8te im Allgemeinen zwei Werthe för jeden Werth von 

* 

z, nämlich 

fOr den specielten Werth z s= a (oder In dem Puncte z =a: a) 
aber lallen diese beiden Werthe in den. einen « = c lUsammeR; 
ausserdem wird die .Function fdr z «= d nnendKch und unstetig; 

z =c « und z d ■ :r^s^r^, 

die beiden ausgezeichneten Puiufe für diese Fiinclioii. 

Wir setzen v(Maus, dass die ausgezei( luielen Puncte einer z« 
unlei su( lit iitlfii Fuiiction dij^rrete, in endlichen Entfernungen von 
einander befindlu hr, iMim h- sind, und nehmen ferner an, «lass 
<lie versrhicdunen Werthe, welche die Function in einem uuü 
demselben l^uncta z annehmen kann, um endliche Grössen von 
eiiiander verschieden sind, so lange der Pusct z einem ausge» 
Fig. 24. . zeichneten Puncte nicht unendlich nalke liegt. Be- 
j(. trachtet man nun zwei einander unendlich nahe 
^ liegende Wege, welche von ehiem Puncte w 
einem anderen Puncte z führen (Fig. 24), ohn^ 
durcl) einen ausgezeichneten Punct hindurch zu 
gehen, so kann man zeigen, dass eine FniKiion 
auf b«'i(ien Wegen in z denselben Wertli erhält, 
wenn sie von deni Puncle r„ l)»H«le Male mit dem- 
selben Werthe ausgebt*). Stellen wir uns vor, 
zwei bewegliche Puncte dtu'chlicfen die beiden 
Wege in der Art, dass sie gleichzeitig z^ verlas- 
sen, gleichzeitig iu z ankommen und stets einander unendlich 
nahe hleibeUf Es seien u,, u^, u^, . die. stetig auf einan^c|r 




*) Puiseux. Keckerciuiä sur les fooctiaus algebrit^ues. (Lioa« 
ville. Journal de matli^matiques. Tome XV. p. 370.) Von dieser sehS» 
nen Abiuwdlan^ ist gans kfirsllcli eine deutsche Bearbeitong von IL 
Fiseher orschlenen, nuter dem Titel: ,tV. Pniseuz^s Unterst&Dhongen 
Über die algebraiscliett Functionen**. Halle« 1861* 
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foig« ütlcn WVrtlie. weklie die Funftioii in den stetig aufeinander 
foIgenflPTi Punclen r, , Zj» ^s» • •• pineti Weges anniinnit, 

t»j , »2 , . . . • die ebenfalls stetig aufeinander folgenden Wertliö- 
der Funo^n auf dem anderen Wege , sodass je zw ei Wertlie u*» 
9k iweien unendlich nahen Punrten der beiden Wege angcbörea,, 
Ba ein ausgezeichneter Punct nicht iihersohrttten wurdv ae hleibt 
»A stets um eine endliche Grösse von einem anderen Werth, den* 
die Fonetioo in dem ntadiclien Punete Zk haben liano, verachle- 
den; man kann daher «Ine endliche .Grösse p angeben, ao be- 
i^halfen, dass der Modul der Diiferens iwischen Uk und einem 
anderen Wertlie <ler Function in dem nämlichen Punete an 
allen Sl eilen des Weges grösser als p bleibt. Da die l*uncte, in 
welchen die Function die Werthe «/, und besitzt, d< r Annaliine 
nach unendlich nalie liegen, so icann auch der Modul der Dille- 
renz — nur entweder unendlich klein oder grösser als p 
sein. Dagegen ist es nicht möglich, dass der Modul dieser Di£- 
ferenz an irgend einer Stelie endlieh und lugldob kietner als f 
ist. Wenn daher die Weiihe Uk und Vk im Punete z von elnan» 
der verschieden wikren, se mfisste der Bfodul der Differenz Uk-^'p'i 
irgend^ o plötsUeh von einem unen^ch kleinen Werthe zu einem 
endlichen Wierthe, der grösser als p ist, uberspringen. Allein da 
nirgends ein ausgezeichneter Pimct überschritten wird, so ist » 
auf seinem Wege stetig, ebenso v, also muss es auili die Diffe- 
renz « — V sein. l»iesell>e muss daher fortwährend uiH udlich 
klein bleiben, und, wie sie im Punete Zq Null ist, auch im Punete 
z wieder Null werden. 

Es erhellt sogleich, dass dieser Beweis seine Krall verliert^ 
wem die beiden Wege einen aasgezeichneten Punoi ihberscbrel- 
ten; denn dann wird entweder die Function unstetig, oder die 
verschiedenen Werthe der Function in dem nSmIichen Punete 
nShern sieh einander in der Nfihe des ausgezeichneten Ptmetes» 
sodass der UuLerschied ?^/, — Vk der Functionswerthe in zwei un- 
endlich nahen Puncteii dei* beiden Wege beliebig kh iiie endliche 
Werthe annehmen kann. Würde z. B. in der so eben betrachte- 
ten Function 



der Puuct 2 r=s 6 übertiübritten, so wür de die Function ein« Uu- 

* ■ • 

- •) Vgl, die Bemerkung äu f Ö. 819, 
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l«'ri)r<M him«; der Stetigkeit ciieiflen; wurde aber der J'uih I z r= a 
jkberscliritten, so würde dei* Unterschied der beiden VVerUie c + £ 
und c welche die Function in einem nahe an a Uzenden 
Ptincte annehmen kann, also 2c. beltebig klein geraaefat wrdtO' 
kdnnen, wenn man die Variable nur nahe going an den Pnncl 
herangehen, d. h. den Modul von z a klein genug werden 
Hiflst* 

Denkt man sieh jetzt dne Reihe aufeinander folgender und 

uneiidlirli nahe aneinander liegender Wege, alle zwischen den- 
Pnncten und z, und so beschallen, das« nirgend ein ausge- 
zeielineter Ptinct fihersrhi itten oder von zwei Wegen eingeschlos« 
seu wird, so erhält die tuncüou auf allen diesen Wegen )den 
nSmÜchen Werth im Ptincte z. Daraus folgt dann: wenn man 
einen Weg zwischen zwei Ptincten Zq und z so durch allniälige 
tJebergSnge in einen anderen Weg zwisehen den nämlichen Puae» 
ten umformen kann, dass dabei ein ausgezeichneter Punct nicht 
überschritten wird, so erhalt die Function in s auf dem zweiten 
Wege deffftelben Werth wie auf dem Arsten. Fallen die Puncto 
z und Zf, zusammen, sodass der Weg eine geschlossene Linie bil- 
det, so erTiSlt die Function, wenn die Variable diese gesclilossene 
Linie durchlaulen hat und zum zweiteniiiih nach kommt, in 
Zu denselben Werth, den sie beim Ausi;aiige von hatte, weim 
man die geschlossene Linie durch alimälige Uehergänge auf den 
Punct reduciren kann, ohne einen ausgezeiclmeten Punct z« 
öherschreilen. 

Wir werden nun im n&elisten $ an elnigen^Beispieien sehen,, 
wie- der Werth einer mebrdeotigen Function« sieh Ändert, wenn 
die 'Varlahle zwei Wege beachreibt, die nur mit .UeberscIireitHng 
eines ausgezeichneten Punctes in einander umgeformt werden 

kdniien. 

Betrachten wir ab erstes Beispiel die Function 

u = j/z; 

dieselbe besitzt einen ausgezeichneten PunCt « ss 04 in diesem 
werden die beiden im Allgemeinen von einander verschiedenen 

Werthe + ^ und — ^7 einander gfetbh, nSmlicH Iw^de gleich 0. 
Nehmen wir an, die Veränderliche z gehe von dem l'untie z = l 
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[a, Fi^^ 21) aus und durchlaufe die Penpfaerie «ine» aus den 
NuUpum t als Miüelpunrt I, esc h riebenen Krdae» ; dann Iwii» -ilflse 
geschlossene Linien nirhf auf i\ru Vnnci *'^S»* 
^ r= 1 reducirt werden, ohne dass da- 
^i. der ausgezeichnete Punct 2 = 0 
•aberschiitten wird. Gebt nun die Func- 
tion u ™ )/z von dem Puncte z ^ \ 
nü dem Werlhe tf a + 1 aus, und 
setol man 

z == r (cüs 9; + i sin y}, 

SO ist zuerst im Puncte z =. \, r — \ und 9 s= 0; durchläuft 
dann t die Peripherie des Kreises in positiver Richtung, dr b. in 
der Richtmig, in welcher der Vinkel 9 wfiebst» so bieibt r coB- 
Mant = 1, und f> nimmt von 0 bis- 2» sfu» Kommt also die 
VerSnderliche wieder nach dem Puncto 3;:=:1 zurück,, so istjetxt 

z = cos 2« + I sin %%, 

und folglich 

li = j/j s=5 cos ff + I sin Ä = — 1 ; 

die Function bat also jetzt im Puncte z s= 1 nicht wieder den 
ursprAngUcben Werth + 1, sondern den anderen Werth — 1 er- 
balteii. lisst man nun die Variable statt des Kreises irgend eine 
andere geschlossene, den NuUpunct umgebende Lmie vom Puncto 

z c^ l aus beschi-eibeu , so kann diese Linie durch allmäli«;e 
Aenderungen in den Ki'cis übiT^eführt weiden , uline dass dabei 
der Nullpiinct ilberschrilten wird. Wenn also die Variable auf 
(lieser IJiiie zum Punete z = 1 zurückkehrt, so erhall die Func- 
tion ebenfalls den Wertli ~ 1. Dies lässt sich auch direct ein- 
sehen, denn es ändert sich dabei nichts, als dass der Radius Vec- 
lor r nicht mehr constant ist ; derselbe kommt aber, nachdem er 
eine Reihe von Worthen durchlaufen hat, im Puncte z = 1 wie- 
der mit dem Wertbe 1 an, und die Veränderung des Winkels.^ 
ist die nftmllche, wie bei dem Kreise* 

Es gehe jetzt die Variable von dem Puncte z z= ] , der lip 
Flg. 21 durch a dargestellt ist, in einer geraden Linie nach 

einem beliebigen Puncte z\ die Function m = \'' «iis d«'ni Puiicle 
a mit dem Werlli«' u — -k- \ aiis-tclinui , erlau«;e itul diesem 
Wege in z den Wertli JJ. Nun kann jeder von n nach z iuh- 
reade Weg, welcher deu NuUpunct uiciit unraindel, in die gerade 
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Linl« az ubergofului werden , ohne dass dal)ei der NuUpunct 
ilherschritten wird. Also erlangt auf jedem solchen Wege die 
Function u in z den Werth U. Lässt man dagegen die Variable 
zuerst eine geschlossene Linie um den NuUpunct herum beschrei- 
ben, dann nach a zurückkehren und jetzt erst von a nach z in 
gerader Linie gehen, so hat die Function //? bei der Rückkehr 
nach a den Werth —1 erhallen, sie geht also nun vou « mit 

dem Werl he — 1 aus und erlangt dem- 
j zufolge in z den Werth — U. In den 
so eben beschriebenen Weg lasst sich 
nun ohne llebersclneilung des Null- 
punctes jedt^r Weg umformen, welcher 
den iNullpunrt einmal umwindet. Auf 
^ jedem solchen Wege erlangt also die 
Function im Tuucle z diu Werth — ü. 
A\u'\i dies kann man direcl einsehen, 
wenn man iM'denkl, dass der Winkel qp bei einer Umwindung 
des Nulipunrles in positiver lUciilung <len Werlli $ + '2x anninunt. 
wenn mit 0 der Weitb von (p bezeichnet wir»!, den dieser Win- 
ki'l auf der geraden Linie in z «M ieicht. Fragen wir uns nun 
noch, was aus der Function wird, weiui die von a ausgehende 
und den NuUpunct umgebende geschlossene Linie zweintal durch- 
laufen wird, so ist die Antwort leicht. Ninnnt man statt der be- 
liebigen Linie wieder den Kreis mit dem Halbmesser 1, und lässt 
man <lie Variable die Perijdierie desselben zweimal hintereinan- 
der durchlaufen, so bat man schliesslich 

f QÜ*v '.».I > i >*-fif 

z = cos 431 + I öin 43r, 
also _ 

M = ^ cos 2Jt + I sin 23r = + 1 ; 

die Function erreicht also dann wieder den ui*sprünglichen Werth. 
Hieraus geht nun hervor, dass es, übereinstimmen«l mit der be- 
kannten Zweideutigkeit der Function }/z, ül>erhaupt nur zwei 
Klassen von Wegen giebf, auf welchen diese Function, von einem 
Piincle a nut einem bestimmten Werthe ausgehend, in einem an- 
deren I*un<te z verschiedene Werllie erhfdt. .\ls [Repräsentant 
fler einen Klasse kann die von « na<li z führende gerade Linie 
angesehen werden; als Hepräsentant der anderen Klasse hingegen 
dieselbe tlerade, welcher jedoch irgend eine, von « aus den Null- 
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punct Hingebende, geschlossene IJnie voraii^'ehl. Wi^ (Uese ge- 
schlossene Linie hesrlialTiMi ist, ist gk'ich^'fiilig, man könnte dazu 
den oben erwähnten kreis aehiuen« zweckmässiger aber, beson- 
ders der späteren Betrachtnngeo wegen, ist der schon auf S. 320 
beschriebene W«^, bei welcbem man die Variable von a in ge- 
rader Linie bis %u einem nahe an dem ausgezeichneten NullpuneCe 
liegenden Poncte b gehen, dann einen ganzen Kreis um den Null- 
punct bttcbreibeu ünd endlieh von b nach a auf derselben gera- 
des JJnie zurAckkelir^n lässl. Dass auch auf diesem Wege die 
Function j/z das Zpiriicii \vrrhsell, lolgt sogleich daraus, dass die- 
ser Weg, ulijK ikii iNullpurKi zu überschreilerr, in den Kreis mit 
dem Halbmesser 1 umgeformt werden kann; es ist aber ieiclit 
iUrect nacluuweisen. Setzt man nämlich wieder - 

z ss= r (cos 9 + t sin 9»), 

imd bezeichnet mit q den llalbinesser des kleinen Kreises, so !st 
zuerst fp constant == 0, und r nimmt von 1 bis q ah; bei der 
ersten Ankunft iu b hat also z den Werth ^ (cos o + 1 sin o), 

den entsprechenden Werth von |/7 wollen wir mit bezdch* 
n'eti. Nun blettit r constant = und (p geht von 0 bis 2n; 

demnach ist bei der zweiten Ankunft in b 

z z=s Q (cos 2« + t sin 2ff], 

also 

u = ^z s=2 (cos « + t sin x) = — 

In dem noch übrigi n I lieile des Weges !)leiht <p eonstant £= 23r, 
und r nimmt von q bis 1 zu, dalier koiiniit u mit dem Werthe 
— 1 in a an. Wichtig ist es dabei, zu l»einorken, dass der Ra- 
dius Q des um den ausgezeichneten Punct bescliriebenen Kreises 
beliebig klein genommen werden kann« Ja, es steht nichts im 
Wege, 'ihn bis ins Unendliche abnehmen zu lassen. In diesem 
Falle soll der soeben beschriebene Weg nach Pulseux*) elife 
El Omenta rcontnr {eotHour dtdmenUmre) genannt werden. 

Zweites Beispiel. Die Function 

— • • ••. • 

" ' ' ' ... 

**) Pnis^ux. Reehensh«» sitr los fonettons ik1gdlrlc|ii(Mi. (tiioa* 
vilU. Jbnm. de mstli. T. XV. p. 411.) . . « 
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io welrlier a mn\ h 7.\\v\ < ompiex* ( oiistauieü betleulen, bat zvtfk 
auägexeklujete l*uucte (Fig. 25), uäiulich 

Fig. 25. * = « * = 

^ Wir nehmen an, die Function gehe 

^ r wn dem Pimcte « =S 0 mit dem Wer- 

/ " = ^ y laaafen zuerst 

\ / ''i^ > ariable die ElemeiiUrrontJir un» 

Siy^ den Puiict « durchlaufen und iinlcr- 

* suchen, welchen Werth die l<uuclioo 

hei der ROciiliunflr nach • erlialL Zu diesem ZwedLa setze oimi 

s ff = r (cos ^ + 1 sin 9); 

dadurch wird d'er Anfan^pnnct in den Pimct a verlegt, die feste 
Richtung aber, von welcher die Winkel 9p gezühil werden, bleibt 
uiijrcärHicil. Es sei 9>q der WtM lli des Winkels qp ia dem End- 
puiicle a des geradlimgen Thelli s der Elementarcoiitur , der Ra- 
dius des lileiuen Kreises = ^, dann i»t im Puocte a 

z — a Q (cos + * M"* Vft)» 

und (lalier der entsprechende Werth von «, welcher mit be- 
zeichnet werden möge, ■ .: 

4 

_ (cos ^<Po -h t si n j qp„) 

Uq - T . 

(a — b-^-Q (cos q>„ 4- i sin <p„))» 

Wird nun der kleine Kreis von der Veränderlichen durchiaufeD, 
so eriiali diese l>ei der RdcIdKelir nach a den Werth ' 
z sr <i + p (cos (9)0 + 2«) + f sin (5>« + 2ar)); 

die Function aber wird 

^ (cos H qpft -}- g) -f> t sin y» 4- 

la^b-\-Q (cos (90 + 2«)-|- 1 8ia (Vo + 2«))]^ 
* ^ (co» i y o -h «' »h l y») 



(a — ^ + (cos 9>o + * 9o)]^ 

sie wechselt also das Zeichen. Geht dann die Variable von a 

nach o zurück, so behält die Function das geänderte Zeichen 

hei Imd kommt in dem Puncto o mit dem Werthe — j/j an. 



Digitized by Google 



Ab9ebn.XXI. Ueber Punctiooeii einer oonplexenVariatileB ele. $ M. 



Ebeitto Terbftlt sich die Function bei der zweiten Eiementar- 
cöntur um den Punct b. Setzt man, m dies zu untereuclien. 



z — b ^ r {cos q> + i sin tp), 

uiul bezeicluint mit <p„ und die Werthe» wt'lche tp und u in 
dem Endpuncte ß des gi'ia»liiiiigen Thnilrs der EIciih uL.u i oiUiir 
aur dicst^i geraden Lüiie erhalten, sowie deu Hadius des kleinen 
ikreises mit q, so ist 

V« — 2 ^• 

(cm 4 qpo + ^ sin 4 9>o) 

Nachdem aber der kleine Kreis hesehrieben worden ist. der Win- 
kel (p also um 2« zugenommen hat, erlangt die FuniUon in ß 
den Werth 

9* (cos 4 (po + < sin I q>o) 

Die Function wechselt also auch bei dieser £ieroentarcontur das 
Zeichen. 

Wird die nämliche Elementarcontur zweunai hintereinander 
von der Variablen durchlaufen, so weclisdt die Function zweimal 
das Zeichen, erhSU also den ursprflngUcben Werth wieder. Das* 
selbe tritt alier auch ein, wenn beide Elementarconturen, eine 
nach der anderen, durchlaufen werden; auch dann kommt die 
Function mit dem ursprünglichen Wertlie nach o zurück. 

Betrachten wir nun alle inöglichen We<re, welche von dem 
Puncte 0 nach einem ]»eliel»igen Puncte z lühren, so kotinen alle 
diejenigen, welche keinen der ausgezeichneten Puncte umwinden, 
auf die gerade Linie oz reducirt werden; auf diesen erhält also 
die Function in z den nämlichen Werth, wie auf der geraden 
Linie, welcher Wertli, wie oben, mit U bezeichnet werden möge. 
Alle Wege ferner, welche nur einen der beiden ausgezeichneten 
Puncte umwinden, können in die betreffende Elementarcontur mit 
darauf folgender gerader Linie oz Qbergefiihrt werden, ohne dass 
ein ausgezeichneter Punct überschritten winL Auf allen diesen 
Wegen erhält daher die Function in * den Werth — U. End- 
lich konneu alle Wege, welche beide ausgezeichnete Puncte zu- 
gleich umwinden, durch den Weg ersetzt werden, welcher ent- 
steht, wenn man der i^eraden Linie oz beide Elenienlar( Miiti]t t u, 
^l^e nach der anderen, vorangehen lässt. Da die Function lile« 

Uurvge, elUj^L FuoeUonco. 22 
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bei zweimal das Zeichen wechselt, so erlangt m auf allen diesen 
Wegen in «.den Werth + O, 

Es gicht hei der vorliegenden Function also ebenfalls nur 
zwei Klassen von \V«'^m.'ii, aiil denen dieselbe in dem nänilichen 
Puncle vers( hiedeiie NN'ei llie erhält. IHe eine Klasse wird durcli 
die gerade Linie rei>räs<Mifirt ; die andere aber erhfdt man, wenn 
man der geradeu Linie eine der beiden Eicoientarcoüturen vor- 
angehen iässt. 

Die vorigen Beit$iiielc erläutern, wie «Mne Quadratwurzel jedes* 
mal ihr Zeichen w eehseit, wenn die Variable um einen Punct, in 
welchem die Wurzelgrösse entweder Null oder unendlich wird» 
. eine geschlossene Linie, oder, was auf dasselbe binausliommt, 
eine Oementarcontur beschreibt. Die letztere ist besonders auch 
darum vorzuziehen, weil der Radius des kleinen lü*eises immer 
so klein genommen werden kann, dass nur ein einziger der aus- 
gezeichneten IHuH te nuischlossen wird. — betrachten wir nun 
noch einige traiiäSLcnUenle Fuuctioneu. 

Drittes BeispieL Die Function 

]f = log 2 

wird für z s= 0 unendlich, daher ist der Nullpunct fQr sie ein 

ausgezeichneter Punct. Man gehe ron 
fz r — 1 f« in Fig. 21^ mit 

dem NVerlhe « = 0 ans und lasse die 
Variaide z einen Kreis mit dem Tradlns 
1 um den ^iullpunct durchlaufen. Setzt 
man 

z = r (cos 9> -|- t' sin 9) s=s re^, 
so ist 

tt =i log r -1- i(p, 

WO logr den reellen Logarithmus des immer positiven Radius 
Vector bedeutet. Wenn nun die Variable die Peripherie des 
Kreises in positiver Hichtung durchläuft und wieder nach a zu- 
rückkommt, so ist <-onstant log r = log 1 - - 0, aber ist ?on 
0 bis 2n gewachsen; daher erliäll die Function den Werth 

27t i. 

Durcldäuii aber die Variable den Kreis in negativer Kiciilung, »o 
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hat 9» von o bis — 2ar abgenommen, und dann erhält die Func 
tion in a den Werth 

— 2«». 

DicselhiMi WcrtlH' ('rlifilf die Fnnrtion auch, wr-nn die Eh'inentar- 
cüntur um (icn >iiillj)Ui)ct iti positiver oder negativer Fiieiitung 
durelilaiifen wird. Lässt man nnn die Variable den Kreis (odt^ 
die £iementarcontur) zweimal nach einander in positiver oder 
negativer Richtung durchlanfen, so erhält q> den Werth + 49^» 
nnd daher die Function den Werth + 4nL Nach n-maliger Um- 
kreisung des Nullpuncts in positiver Richtimg und m-maliger Um- 
Itreisung in negativer Richtung erhSIt . ebenso die Function im 
Puncte a den Werth 

2 (« — tn) Tti. 

Bezeichnet man also jetzt mit n eine positive oder negative ganze 
Zahl oder auch Null» so kann die Function im Puncte a unend- 
lidi viele Werthe annehmen, die in der Formel 

2nxi 

enthalten sind. Daraus tolgt dann sogleich» dass die Function 
auch In einem beliebigen Puncte z unendlich viele Werthe er- 
hült, welche durch 

(logz) + 2««! 

bezeichnet werden kdnnen , wenn (log z] denjenigen Werth be- 
deutet, den die Function, von dem Puncte z = 1 mit dem Werthe 
II s=: o ausgehend , im Puncte z auf der geraden Linie az erbilt. 
Alle Wege, welche von a nach z flkhren, können hier entweder 
auf die geraile Linie az redocirt werden , oder man kann sie da- 
dureli ersetzen, dass man die Elementarcontur, beliebig oft nnd 
in beliebigen Hiclitnngeii dm t lilaufen, der geraden Linie voran- 
gehen lasst. Man sielit, auch lii<'r ist die rebereitistimninng mit 
der bekannten Vieldeutigkeit des Logarillunus volliilandig vor- 
lianden. 

Viertes BeispieL 
fi = arc tg 2. 

Die Untersuchung dieser Function lässt sich auf das vorige 
Beispiel zurückführen, wenn man den Arcus Taingens in einen 
Logarithmus verwandelt. Man hat bekanntlich 
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= i log (t-z) - i log + 

und diese Form zeigt» dass die Function iure ig x iwei ausge- 
zeichnete Puncto hat, nftmUch s = + 1 und l Biese 
Puncte liegen auf der Ordinatenaxe zu Jieiden Seiten des Nutt- 
puncts in der Entfernung 1 von dem letzteren (a und b Flg. 26). 



Fig« 26. 




0 /[^cj 



Dabei bemerke man aber, dasa die Func- 
tion log (i — z) nur dvn einen I*unt t 
2 = 4-1, nnd ilh; Function lo^ ;/ -I- z) 
nur den anderen l'nnct z = — i ziuu 



ausgezeit:hneten IMnut hat. Wir lasspn 



nun die Function arc tg z vou dem Punc^ 
z==o mit dem Werthe u = o ausgehen 
und bezeichnen den gemeinschaiUichen 
Werth, mit welchem die Fünctioiien 
log (i—z) und log (t+z] den Nullpunct verlassen, durch tt|. Durch* 
lauft dann die Variable zuerst die Eiementarcontur um den Punct 
+ I, (a), in |)ositivcr Rirlilung, so erhftlt, wenn z zum Nullpuncte 
zurückgekehrt ist. die Function \t — z] (hn Werth u, + 2äi 
(wie eutweder aus dem vorigen licispiele oder aucii durch diiectc 

Betrachtung mittelst der Substitution z=t re**^ leicht erhellt) ; 
die Function log (t 4- z) aber bleibt ungeändert gleich if| , weil 
der umwundene Pmict + 1 für. sie kein ausgezeichneter Punct 
Ist; demnach bekommt die Function arc tg z den Werth 

« = («1 + 2«) — ^ «r = 

Wird ebenso die andere Eiementarcontur um den Punct — f, (6) 
in positiver Richtung von der Variablen durchlaufen, ao erhSit <tte 
Function log (t — z) wieder den ursprünglichen Werth ti| , well 
diese Function nur den Punct + 1 zum ausgezeichneten Puncte 
hat, die andere Function log (r + z) dagegen erhalt den Werth 
+ 2iti; mithin wird die Function arc tg z oder 

« = «1 — ^ («1 + 2^^») = — 

Eine mehrfach wiederholte Umkreisung einer Eiementarcon- 
tur vervielfacht den Werth + x, eine Umkreisung In enlgegen- 
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gesetzter Hirhtiing giebl ilmi das tiulgegengeseUie Zeicheu; also 
eaÜiäJl üherliaupt die Furmel 

nx, 

in welcher n eine positive oder negative ganze Zahl (»der Null 
bedeutet, alle Werthe, welche die Function arc t^' : im Nidl- 
puncte erhält, wenn die Variable die beiden Fh'meiitaicoüLurcn, 
jede beliebig oft und in beliebigen Richtungen, durchlauft. 

Bezeichnet man nun mit (arc tg z) den Werth, den die 
Function in einem beliebigen Puncte z aDnimmt, wenn die Va- 
riable in ^rader Linie von o nach t geht, so werden alle Werlhe 
des Arcus Tangens im Puncte z durch den bekannten voilstän- 
digen Werth dieser vieldeutigen Function 

(arc tg j) + «3r 

ausgedrüdit, denn alle von o nach z führenden Wege rcduciien 
sich entweder auf die gerade Linie oz oder lassen sich dadurch 
ersetzen, dass vor der geraden Linie eine der beiden Elementar- 
conturen oder beide, ein oder mehrere Maie, in positiver oder 
negativer Richtung, durcldaufen werden. 

Die behandelten Beispiele zeigen , dass eine vieldeutige Func- 
tion alsdann verschiedene Werlhe für denselben Wertli der Va- 
riablen annehmen kann, wenn die letztere verschiedene Wege 
Uurchläutt, die gewisse ausgezeichnete l'inn'te einschliessen. Wenn 
nun diese Puncte unserer Voraussetzung gemäss discrete, in end- 
lichen Entfernungen von einander betuidliche, Puncte sind, so kann 
man immer gewisse Tbeile der Ebene abgrenzen } innerhalb wel- 
clier ein Umwinden eines solchen Punctes nicht möglich ist; in- 
nerhalb eines solchen Thelles bleibt also auch eine im Allgemei- 
nen vieldeutige Function .einwerthig, da die Variable solche zwei 
W^ege, auf denen die Function in dem nSmiichen Puncte zwei 
verschiedene Werthe erhalten würde, nicht beschreiben kann. 
Ist ein solcher Theil der Ebene abgej^renzf , was immer leicht 
geselielicn k;iiiii, so nennt ('aucliy*) die Function nionodroni 
in diesem Tln ilc der Ebene. Sd i-^t z. B. die Function Arcus 
Tangens nionudrom iinierlialb eines kieises, der mit dem Ka- 
dius 1 um den Nullpunct beschrieben ist, oder zwischen zweien. 



*) 'Cftuchy. Exerciees d*analj8c et de pliysiqne mathdmatiqne. 
Tom. IV. p. m. 



Digitized by Google 



342 AiMchn. XX(. UeberFoacUoneB einer complexen Variibleit elc $83. 

durch die Piincle + i und — 4 der Abscusenaxe parallel gezogenen, 
geraden Linien. Eine eindeutige Function ist daher In der gansen 

Ausdehnung der Ebene monodrom. Beschreiht die Variable z eine 

geschlossene Linie, imil erhiilt eine Function f(z), wenn die 
Variable, von einem heliehiffen INniele dieser Linie ansjj^phend, 
wieder zu demselben l*iuiete zut ij( kkelirl, defi nämlieheu Wniti 
wie beim Ausgange, so wollen wir sagen, die Function f{z) sei 
monodrom auf dieser geschlossenen Linie. 

Wenn eine Function der complexen Variablen z m RIe- 

mann 's Sinne, oder nach Cauchy's Benennnng ^ine monogene 
Function , in einem gewissen Tlieile der Eiiciie (welcher auch die 
ganze nnendlirbc Ebene umfassen kann) monodrom und zusileich 
überall in diesem Tlieile der Ebene endlich und siciig ist, so 
soll sie nach Cauchv*) eine in diesem Theile der Ebene svn- 
e Witsche Function genannt werden. Die Function sin z ist 
z. B. synelitisch in der ganzen Ausdehnung der Ebene, die Func- 
tion tg 2 ist dagegen synelitisch in einem mit dem Radius 

um den iNiillpunct beschriebeueu Kreise, denu iur z = 

wurd sie unendlich. 

Das hesLuiiiüle fnfejrral von einer Function einer complexen 
Variablen lässt sieh genau in derselben Weise deßaüeu, wie das 
bestimmte Integral einer reellen Function. 

Es seien z^ und x irgend zwei compleze Werthe der Va- 
riablen z. Man denke sieh die Punete, welche diese beiden 



*) Cauchy. Sur les rapports diffprpntiels des quaniit^s f^^ometriqnes 
et sur Ics integrales synectiques den eijuations differentieUea. (Comptes 
rendus. 1855, Tome 40» p. 447.) 

**) Vgl. hiezii : 

Cauchy. Sur les integrales qiii s'etcndeut k tous les puints d'UQO 
courbo fcrmde (Comptes rendus« 181Ö. Tome 23. p. 251.) 

Cauchy. Cousiderations nouvelles sar les iat^grales d^finics, qui 
s*tftendettt k tona lu pointe d^une coyiirbe femde et sur celles, qui tont 
prises entre des llmites imaginaires. (Cooiptes rendas. 1846. Tome 23. 

p. m.) 

Pttiseax. Beehereliea sur les fonctions »IgAriques (LiouVille. 
Jonni. de matli. Tome 15. p. 305). 
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WcrlJie rejpraseHÜren , durch eine beliebige uiiuuLi^rbrocheiie Linie 
verbunden (Fig. 24) und nehme iuif derselben eine Ueilie einge- 
schalteter Puucte an, welche deiu Werlhen z^, 
z^,',,,.Zm der Variablen entsprechen. Ist ferner 
f{x) eine gegebene Fnnetion von z, und bildet 
man die Summe der Producte 

/"W (-1— ^üj+A^l) (2 — ^n), 

SO ist der Grenzwerth derselben, wenn die An- 
zahl der zwischen r^, und z längs der beliebigen 
Linie eingrst halteten Weribe bis ins Unendliche 
zunimmt , die DilFerenzen 2, — , ^2 ~" *i > 
aho bis ins Unendliche abdehmen» das bestimmte V "* 
Integral zwischen den Grenzen ?q und z, also: 

z 

f V) dz=^\m\ [f[z^) (Zj-2o) {zt~z^ + + f{^^^ iz - z^]\. 

Dtiboi mnss, ilaiiiit die Summe der Proihu lr sich wirklieh einem 
bestinuiiten Grenzwerthe nähere, die Function f [z] in allen 
Puncten der ununterbrochenen Linie einen endlichen Werth be- 
sitzen und in keinem eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. 

Man sieht, dass diese Definition von der gewöhnlichen De- 
finition eines bestimmten Integrals bei reellen Variabeln ni nichts 
Wesentlichem verschieden ist. Ein Untersrhii d l)esteht allerdings 
darin, dass, wie es die iNatur einer < (»rii|ile\rn Verfmderlichen 
erfordert, der Weg, den dieselbe zwisclim zwei \\ enlierj z,j und z 
durchläuft, kein vorgeschriebener ist, sonchrn jede beli«'bige un- 
unterbrochene Linie sein kann. Ein zweiter Unterschied besteht 
darin» dass man bei reellen Variabein gewöhnlich die Differenzen 
je zweier auf einander folgender Werthe gleich annimmt. Dies 
ist bei complexen Werthen der Variablen nicht immer erlaubt, 
denn da die Differenzen Z] — z^ z^ — zi» etc. die geraden Linien 
z^z^, ZiZ2, etc. ihrer Lftnge und Richtung nach darstellen,. so 
wurde die Annahme der Gleichheit dieser Differenzen zugleich 
voraufiseizen , dass der von der Variablen durchlaufei^e Weg die 
von nach z fidirenih' gerade Liine sei. Es ist aber, wie wir 
schon im vuiigen § gesellen haben, von der hochslcii Widitig- 
keit . den Weg, \\ eichen die Variable durchlänft, nicht naiier zu 
bestimmen^ sondern derselben uUc Wege oüen zu erhaitfcn. Es 
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igt auch ans der Lehre der reellen hestimmten integrale bekannt, 
daas die Anoalime der Gleiebhett der Differenzen durchaus nicht 
wesentlich ist Man kann daher folgende von reellen Integralen 
geltenden Satze nnmittelbar auf complexe Integrale Obertragen: 
1) Bedeutet Zk Irgend einen der ron der Variablen durch- 
laufenen Werthe, so ist 




2) Es ist 

ß{z)dz^-Jf(z)dz, 

d. h. durchläufl die Variable die Linie, welche die stetige Auf- 
einanderfolge ihrer Warthe darstellt, in umgekehrter Richtung, 
so erhält das Integral den entgegengesetzten Werth. 

Ehe wir nun zu einer nSheren Untersuchung des Einflusses 
ubergehen, den der von der Variablen ' durchlaufene Weg auf 
den Wertli des Integrals hat, schicken wir die folgende Betrach- 
tung voran: 

Es seien P und (J zwei reelle Functionen von zwei Va- 
riabelu x und y von dn* HrschalTenheit, dass sie für alle Werthe 
dipsfT Vat i;ibfln, wflclie, als reclilwinkligf (loonlinalen angesehen, 
den l'nncleu einer von einer geschlossenen Linie begrenzten ebe- 
nen Fläche angehören, endlich, stetig und eindeutig sind. Dies 
verausgesetzt, kann man das I>oppeUntegral 

' -ffi^ - i) *■ 

genommen in Bezug auf den ganzen, von der geschlossenen 
Linie begrenzten Thei! der Elu iie, in ein einfaches Integral ver- 
Ii!, welches sidi nur ;uij solche Werthe von x und y er- 
sfi i ( kt, deren zugehörige i^uncte auf der Peripherie der geschlos- 
senen Linie liegen. 

Schreibt man das Integral / in der Form 

^'^SPi^^" ~ff'S «^"f = A - 

SO' kann man Im ersten Tbeile die Integration nach y, im zwei- 
ten Theile die nach x ausführen. Zieht man nämlich die zu 
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einer bettebigen AbsciMe « sucrehArige Ordinate*, weicbe die ge- 
schloflseoe Unie sweimal- durclischneidet (Fig. 27) , and 

net die den DurdMchnittspunclen 

zugehörigen Werthc der P'unclion * 
P mit P' und P'\ so hat man, 
da die Fimction P innerbalh der 
Linie endlich, stetig nnd eiodeu- 
Ug vorausgesetzt wird, 

=Jp "dx -J P' dx. 

In diesen Integralen geht x von 
der ersten, äussersten Abscisse a 
bi» zur letzten a. In dem ersten 
Integrale hat man daher für f^' alle Werthe der Function P ein- 
zusetzen , .welche dieselbe nach und nach in den Pnncten der 
Linie ÄP^Ä annimmt Ebenso hat man in dem zweiten Integrale 
för P' alle diejenigen Werthe der Function P einzusetzen« welche 
diese nach nnd nach in den Puneten der Linie AP*A annimirit. 
Lässt man aber in dem zweiten Integrale die Abscisse x in um- 
gekehrter Kichtnng von a nach a gehen, so kehrt das zweite 
Integra! sein Zeirhen um, zngleieh nird der Theii AP Ä der 
gesrldossem'ii JJnie eluMitalis in iim<:«'kehrter Richtung, nämlich 
von ä' über P' nach ^, ^durchlaulen und bildet mit dem ersten 
Tbeile AP"Ä zusammen die ganze geschlossene Linie. Demnach 
erhält man 




dieses integral längs der ganzen geschlossenen Linie^ genommen : 
d. h. es sind für P alle diejenigen Werthe dieser Function zu 
setzen, die dieselbe in den Puneten der geschlossenen Unie 
AP*'ÄP'ä hat. 

Ebenso kann man nun auch das zweite Integral 

behandeln. Bezeichnen Q' und Q'' die Werthe , welche die Func- 



I 
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lioii n in dm beiden DunhscliiiilLsjjiüicii ii viiwr zu einem be- 
Ikbigeu Werliic vou y 2ug«lidrigeti Absdsse erhält, so ist 



Fig. 27. 



liier geilt y von 6 bis b\ das 
erste Integral ist also längs der 
Lioie BQ" B\ das zweite längs 
der Linie BffBf zu nehmen. 
Kehrt man aber in dem letzte- 
ren wieder das Zeichen um, so 
vereinigen sich beide Integrale 

zu einem einzigen, J Q äy, 

welches auf dir jjanze geschlos- 
senr Lini<! I> Q" B' B aiiszu- 
tlrlincn ist. Allein, wie man 
sieht, ist jetzt die lategration in 

J 0 dy in umgekijhi ter lUrlitung zu nehmen wie früher in J^Pdx* 

Will man daher bei beiden integralen die ftichtang die nämliche 
sein lassen , so muss man setzen 




dx^dy 



= Jq äy. 



und erlialt alsdann schliesslich 



Man kann also ein in Hezug anf eine von einer geschlossenen 
Linie ho'^renzto ebene Fliube <:enonunenes Integral in ein längs 
der geschlossctieu Linie genommenes, und umgekelirt, verwandeln. 
Es sei nun wie früher 

U :^ f{z) = + lY 

eine Function der complexen Variablen 

z =s X '\- iy. 

Wir betrachten das Integral J f (z) dz» bei welchem die Variable z 
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eine geschlossene Linie besclireibe, und nehmen an, dass die 
Function innerhalb dieser geschlossenen Linie überall syn- 
ektisch sei, d. h. dass sie in allen Puncten im Inneren und auf 

der Peripherie der geschlossenen Linie endlich und stetig bleibe, 
und dass sie denselben Wertli nieder erhalte, wenn die \ aiiable 
die gesclilu:>8ene Utile besschriebeu bat. Duun ist 

ß(z)dz = ßx + iY) + idy) 

= J* Xdx — Idy) -f ij\rdx + Xdy). 

Nach dem eben bewiesenen Sal/e hissen sich diese beiden inte- 
grale in Doppeiinlegrale verwandeln, sodass man erhält 

/A. - - jjg + z) - + ■//g; - i) - 

Wenn nun aber X + iT eine Function von x ist, so mässen nach 
S 60 (1) die Bedingungen 

dx dr _ ^ _ _ 

^' ~" ^ 

erfüUt sein; folglich sind beide Doppelintegraic Null , und daher 
auch 

'ß [z) dz ^ 0, 

Wir haben hiemit folgenden Satz gewonnen: 

Satz L Das integral von einer Function einer 
complexen Veränderlichen, längs einer geschlossenen 
Linie genommen, hat stets den Werth Null, wenn die 
Function innerhalb dieser Linie überall synektisoh 
ist. 

Hieraus ^elit sofort das Verhalten der Werthe eines liitejji als 
hervor, wenn man die Variable zwei verseliiedene, aber zwischen 
denselben zwei IMnirten enthnlti'ne, We<;e durchlaureti liisst. Des 
präcisereu Au2»drurks halber möge dabei iolgeude Bezeichnung au- 
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gewendet werden: Wenn die Variable t den Weg aeb (Fig. 2S) 
durcJiliiift, so soU das integral 



f{z) dz. inil /(acfr) 



Fig. 28. bezeichnet werden. Ks seien nun acb und 





adb zwei von a nach b fuhrende Wege, so 
beschaffen, dass innerhalb der dadurch be- 
grenzten Fläche die Fuocüon f(%) Qberafl 
synektisch sei; dann ist nach dem vorigen 
SaUe 



i\. h. Satz II. Wenn In einem bestimmten integral die 
Variable beim liebergang von der unteren zur oberen 
Grenze zwei verschiedene Wege durchUuft, so erhält 
das Integral anf beiden Wegen denselben Werth, wenn 
die Function innerhalb der von den beiden Wegen 
eingeschlossenen Fliehe aberall synektisch ist. 

Man kann die Bedingung, unter welcher dieser Salz gilt, 
auch dadurch ausdrücken, ilass m;in sa^'t, der von den beiden 
Wegen eingeschlossene Theil der Ebene darf liciia ii ausgezeichne- 
ten Puncl der Function enthalten ; denn wenn dies nicht der Fall 
ist, so ist die Function in jenem Theile der Ebene synektisch. 
Zu bemerken ist ferner, dass der gemeinschaftliche Anfangs- und 
Endpunct der beiden Wege auch zusammenfallen können, sodass 
beide Wege geschlossene Linien bilden, die jedoch den Ansgangs- 
pnnct gemeinsam haben; der Satz bleibt dann immer noch rieh- 
tig, wenn nur in dem zwischen den beiden Wegen liegenden 
FUichenstikcke sich kerne ausgezeichneten Puncto l>efinden, «ie 
auch übrigens die Function beschaffen sein mag. 

Nehmen wir wieder an, die Variable z durchlauie eine ge- 
schlossene Linie adbca (Fig. 28; , und die Function f {z) sei 



V 
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monodrom auf derselbeii, aber es beflndea sieh in deren Inneren 
ein oder melirere Ponete t, in welchen die Function unendlich 
wird, 80 kann man nicht mehr beliaupten, daae das lings der 
geschlofisenen Linie genommene Integral gleicli Null ist; wir wer- 
den vielmehr weiter unten sehen, wie wir iltn Werth desselben 
ermitteln können. Lässt man nun bLhh- die Variahie z eine an- 
dere beschlossene Linie efgc, wekhe den oder die Piinele / eben- 
falls unigiel)l, in <ler nämliclien RirhLiiiig diirchlanlen, und ist 
die Function f [z) innerhalb des von den beiden geschlossenen 
Linien begrenzten Raumes überall endlich und stetig und ausser- 
dem auch auf der zwdtten Linie efge monodrom, so hat das 
Integral längs der Linie adbea denselben Werth, wie itngs der 
Linie efge. Denn Yerblndet man einen Punct e der dnen Linie 
mit einem beliebigen Puncte a der anderen so, dasa die Verbüi- 
dungsHnle den von der Linie efge umschloAsenen . Rmnn nicht 
dorchsehneidet, so Ist 

J{aefgea) = J {aäbca), 

weil man auf diese beiden Integrale den vorigen Satz anwenden 
kann. Nun ist aber 

J[aefgea) = J {ae} + J[efge) ■\' J {ea) 

= J{efge), 

denn da die FniK iion / c auf der Linie efge monüdiniti ist, so 
lial sie beini l)ui ( Iii inl'en der Linie ea in dieser Riditung die- 
selben Anfangs- und Endweithe, wie vorher in der Hichtung ae, 
folglich sind die integrale J [ae] und J{ea) gleich und eutgegeu- 
gesetzt. Demnach ist, was zu beweisen war« 

/ (efge) = J {adbea). 

Mal) hat also aiirb folgenden Satz: 

Satz III. Wenn die Variable z um einen oder meh- 
rere Puncte herum. In welchen die Function f (z) un- 
endlich w ird, zwei verschiedene geschlossene Linien 
durchläuft, und die Function f(z) sowohl längs diesen 
Linien monodrom ist, als auch in dem zwischen den- 
selben enthaltenen Räume endlich und stetig bleibt, 

so hat das Integral (z) dz, längs beiden geschlosse- 
nen Linien genommen, denselben Werth.' 
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Es verdient hervorgehoben zu werden , dass dieser Satz nicht 
mehr ^ält , wonn die Fiiiiclion f (j) auf den geschlossenen Linien 
nicht inonodroui ist. Ware sie z. B. eine QuadraU urzel , welche 

für « = I unendlich wird» wie -; V , so würde sie, wenn die 

Vz—t 

Varuible zum zweiten Male iiacli r kommt , das Zeichen wechseln, 
und dann würde / [ae) + J {ea) nicht gleich Null, sondern gleich 
2J{ae) sein.*] 

Wir gehen nun zur Bestimmung des Werthes eines Integrals 



f[z)dz 



iiber, wenn dasselbe längs einer geschlossene» Linie <»rnommen 
wird, innerhalb wrlclirr die Function /* (z) unendlich ^v( ^^^'^ kann, 
v(»rausgC8etzt , dass sie auf d«'r geschlossenen Linie monodrom ist. 
iNehmen ^vir zuerst den Kall, dass die Function f [z) nur in einem 
einzigen Puncte i innerhalb der geschlossenen Linie unendlieh 
werde, so sei adbca (Fig. 28) diese Linie; dann hat das Integral 
Fig. 38. nach dem vorigen Satze lüngs jeder ge- 
schlossenen Linie, die Innerhalb adhea liegt 
und den Punct i umschliesst, denselben 
Werth, wie längs adbea, also auch längs 
/ eines um I mit einem kleinen Radius q be- 
schriebeneu Kreises. Setzt man 

^ z — I s= p (cos 9) 4* I sin 9) sss p e^, 

so bleibt, wülncnd z die Peripherie; dieses 
Ki'ciscs durehläufl . p ronstant, und cp wäelisl von cp,^ bis fp^^ -|- 2?r, 
weun den Anfangsvvcrtli von (p bezeichnet. Schreibt man ferner 

f (zj dz =: ^ , 

80 erhält man, da 




*) Man bemerke, dass, wenn die geschlossenen Linien jede sweimal 
durchlaufen werden , die Quadratwunsel also aweinial das Zeichen wech- 
selt, derBats f&r diese Function wieder gtillig wird. Aus diesem Grande 
IrSunteman, übereinstimmend mit Kie mann 's Ansclianilngs weise, efne 
Linie erst djinii gcscldosspn nennen, wenn die Function, zum AusgangS- 
puncte surückHehrend, auch wie4ler denselben Werth erhält. 
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wird, 

Jf [z) dz = i j z-i)f [z] dq>. 

Der Wt'itli des IuIt^imI- ist nnrh dem .vorigen Satze von der 
flrnsse des Radius ganz ujiabluiiigig , wnfern der Kreis nur ganz 
ioiiertialb der Linie adbcn liegt, oder ^^4 iiigsLens keinen zueilen 
ausgezeif'hnetcn Punet unisehliesst. iMan kann daher den Radius 
Q auch bis ins Unendliche abneiimen lassen; dann . nähert sich z 
dem Werihe I, z — I der Null, und f(t) dem Werihe wel- 
cher der Annahme nach unendlich gross isl. Das Producl 
(z — /) f{z) nimmt also die Form o.oo an und kann daher mög- 
licher Weise einen endlichen Grenzwerth haben. Wir wollen nun 
diesen Fall annehmen, also voraussetzen, dass die F'unetion f [z) 
zwar fiu' z ~ t unendiic h werde, zugleich aber so bescbaÜ'eu sei, 
dass das Prüdu( t — / f [z\ sich für z = t einem endlichen 
Grenzwerthe nähere, web her aticli von unehhängig sei, d. b. 
welcher für jede Rit^htung , aul welcher man sich dem Puncte i 
nähert, derselbe bleibe. Beaeichnei man diesen Grenzwerth mit 
p, setzt also 

lim (« — <)/' (j) = p (für z = i), 

so wii'd nun 

(«) dz =5 ipjdq> — 2Jtip* 

Hiedurch ist der Werth des Integrals längs der geschlossenen 

Linie bekannt, sobald der Grtyizwerlh p gefunden werden kann. 
Für den Fall, dass fit) nicht unendlich gross isl, ist p allemal 
Null, litid wir koiiuiieii wieder aul den früliereii Satz zurück, 
dass auch das Integral Null ist.*) 

Dieser Satz kann nun sogleich auf den l'all ausgedehnt wer- 
den, dass die geschlossene Linie in ihrem Inneren mehrere Puncte 



*) Diesen wiehügen Sats hat Canehy xuent, wenn auch in anderer 
Form, in der Abhandlung „Memoire sur les integrales d^finies.** (M^nioires 
prtfaent^s par divers savans k Pacad^mtti des scIences. Tomel. 1S27) aua- 
gesprochen , von welcher Abhandlung Poisson in dem „Bulletin d«s 
Sciences par la socidt^ philoBiatiqae de Paris/* (Anntfe 1S11. p. 18&) einen 
Bericht gegeben hat. 
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enthält, in denen die FuucUoii uiietuiiich wird, wenn diese Puncte 
nur dincrete, io endlichen Entfornimgen von einander befindliche, 
sind.*) Nehmen wir beispielsweise an, es seien drei solche 
Puncte vorhanden» t^, i^, I9. Die Function f(t) sei in diesen 
drei Punctcn imendlick gross, im fibrigen aber innerhalb der 
gesdilossenen Linie synektiscb, ferner m(^|[en 4Üe Prodacte 
{z -■/,) fit), (r - /j) fiz), {z ~ i^) f[z) Rfcr z = li, « = «2, 
z ^3 bestimmte endliche (irenzwerthe annehmen , die resp. 
durch p, , p,, P3 bezeichnet werden mögen. Dies vorausgesetzt, 
theile niüii die von der geschlusj.eiien Linie begrenzte Fläche 
durch zwei Ouerlinien ac und fd (Fig. 29 so in drei Theile, dass 
Fig. 20. ^ jeder Theil nnr einen der Puncte t^, 

enthälL Alsdann kann man den Werth 

des Integrals j f (z) dz längs der Begreo- 

sung eines jeden dieser Theile nach dem 
vorigen Satz bestimmen. Hit Anwendung 
\ der S. 34S angegebenen Bezeichnung er« 

4^ hält man nämlich 

(4) / [oMj = 2»i>i, / (afdca) = 2xip^, J (fedf) = 2mp^, 

wobei die geschlossenen Linien aUe in der Richtung der wach- 
senden ^ durchlaufen werden mOssen. Nun Ist aber 

/ [acba] = / [ac] -f / {cba) 

J {afdca) =: J(af) + J(fd) -J- J {de) + J {ca) 

J[fedf) = Jifed) + J{df), 
folglich erhält man, da 

/ {ac) -h / ica) =i 0. >(/</)+/ {df) =; 0 

i^t, 

/ {acba) + / [afdca) + / (fedf) -^^ J{cba) + / [af) -i^J{fed)+ J{dc) 

5= /(cbafedc), 

d. h. die Summe d^ drei Wcrthc (4) ist gleich dem Integral 
längs der ganzen geschlossenen Linie genommen. Also Ist dieses 
Integral 

/ (cbafedc) =s 2ni (Pi + + 

*) Vgl. aOMer den oben angegebenen Abhandlangen auch noeh die 

(Jnuchy. Miimoirc sur les variations integrales des fonctions. Com« 
ptes rendus. 1855, Tome 40. p. (>51, 713 und 801. 
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Die im vorigen $ aniestellten Betrachlnn^D deuten danuf 
hin, dam d«r Werth eines complexen Integrals, sobald die mter 
dem Integralzeichen stehende Function ntchC Olieralf synektisch 
ist, wesentlich von dem Integrationswege abhängig sein wird. 
Wenn dies aber der Fall ist, so kami ein bejitimmle« Integral, 
dessen obere Grenze vcränderlirb ist, für einen und densell)en 
Wertii dieser ol>eren Grenze, je naclidem die Variable, von der 
Constanten unteren Grenze ausgeliend, diesen oder jenen Weg 
durchläuft, andere und andere Wertlie erhalten, und daher eine 
iMebrdeutige Function der oberen Grenze darstellen. Puiseux 
hnt in der schon mehrere Maie cilirten Abhandlung gezeigt*), 
daas alle Integrationswege auf gerade linien nnd Elementarcon- 
lHr€n lurAckgellQhrt werden htonen, und es dadurch mögUeh 
gemacht, dass man alle Warthe, wekhe ein bestimmtes Integral 
annimint, wenn alle möglichen Integrationswege berflcksichtigt 
werden, ><\irklich angeben kann. Dieses soll nun au einigen Bei- 
spielen näher erläutert werden. 

Erstes Beispiel. Wir beginnen mit dem Integral 

Die Function ist i^war in der ganzen Ebene monodrom, aber 

de wird unendUcfa fftr n s=s o. Der NiiApnnct ist daher ein ans- 
gezeidroeter Punct, und wir hdnnen nach dem vorigen § den 
Werth des Integrals bestimmen, wenn es längs einer, den NnH« , 
punct umgebenden, geschlossenen Linie, also auch längs einer, 
vcm einem beliebigen F'unrte ausgehenden, Elementarcontur um 
den NuUpunct genommen wird. Wir haben hier 

also 

deuuMcb itt.aadi ' ■ ■ 

P = l. 



*} Puiseun. Recherches sur les fonctions algebriques. III. PaiÜei 
(L^ouviUe. Joarn. de math. T. 15. p. 429.) 

I> II r i S • I «lUpl» Pnncitontn. 23 
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lind der Werth des Integrals gleicb 

je nachfleni die ElemeiitarcoDtur in positiver oder .negativer RiefaT 
tung durchlaufen wird. Wird die Elomentarcontur »»Mal hinter 

einander in der gleichen Uichtuug durchlaufen, so ist dfer Werth 
des Int^r^b 

Nimmt man nun das Integral zwischen den Grenrai f^ÜÜ 
2y wo z einen beliebigen Werth der Variablen bedeuten/ null 'Asf 
Werth 1 durch den Punct a (Fig. 21) dargestellt werde» Mt^g^ 
21 "'^^ bezeichnet man das längs der ge^ 

^ 97 radpn Linie az genommene Integral, w#* 

( lies (Ins ^eradliiiij;«' Integral genannt \yer- 
deii soll, Miif lf»L' ? , so erliall (las Inte^rral 
nach (h tii /.uril» II Salze des Mtriiirii ^ 
auf jedrni Wege, der den ansge/.eieh- 
iiefen IMnirt niehJ umseldiesst, ebenfalls 
den Werth (log z]; jedn ^Veg aber, der 
den ausgeKeichnelen l'inirt ein oder 
mehrere Male umwindet» ertheilt dem Integrale denselben Werth» 
wie der Weg, welcher entsteht, wenn man der geraden linle die 
EÜementarcontur von a aus um den NuUpuuct in ein- oder mehr- 
maliger Umkreisung vorhergehen lässt. Nimmt man daher auf 
alle Wege Rucksicht, welche die Variable von dem Puncto a bis 
z (lui 4 lilanfeu kann , so erhalt man für alle Werthe, die das In- 
tegral annehmen kann, die Formel 

= (log z) + 2nxi, 




ß- 



worin n jede positive oder negati?e ganze Zahl und auch NuU 
sein kann. Hieraus geht hervor» dass das voriiegende Integral» 

wenn man nur keinen der möglichen Integrationswege au&schliesst, 
in der Tbat die Function log z in ihrer ganzen Vieldeutigkeit 
dartitellt. 

Zweites Beispiel. 



d by GüOgl 
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ebenfalls tuoiiodroiii in iter gaiueu EUcue. sie wird aber uuenil- 
äcli für z = -f* t iiimI für r = — i\ daher sind die Puncte + i 
und — t ansgeiekhoeCe Pnnrte. Sie sind io Flg. 26 mil a «nd fr 
bezeichnet, ünlersurht mto die Integnie Fi^ . 20. 
längs den Bementartootiireii um diese / >^ 

Puncte, 90 ist, wenn man l| = t und '* V^- 
^ = — f setit. 



I — t 



/ 




foiglicli der Grenzwerth ftlr r = I 
ebenso ist 

und der Grenzwerth fOir z s=s — t 

p^ = im [z-t^f{z) = - ^; 

die Wertbe, welche das Integral ISngs den beiden Ekmentareeo« 
ttiren mn die Puncte + t und — t erhält, sind daher resp. 

+ « und — 7t. 

Niounl msn das Integral längs einer geschlossenen Linie, welche 
beide ausgexelcbnete Puncte so umgiebt, dass beide In positiver 
Richtung umkreist werden*, so erhält dasselbe nach dem letiten 
Satse des vorigen § den Werth 

• 

Bezeichnet man nun, ähnlich wie vorhin, jnit (arc ig t) 
das geradlinige Integral zwischen den Grenzen 0 und z, und 
lässt der geraden Linie die beiden Elementnreontnren , jede be^ 

liebig oft, vorangehen, .<o sind alle iibngfMi Iiilt^giationswege 
einem der ersteren ac()uivalent ; daher ist der in llfirksirht auf 
alle möglichen Iutegratioi|swege vollständige Werth des iulegraJs 



dz 
1 + 



(arc lg s) + 



23* 
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wo II eine positiTe oder negative game Zahl ^N«tt eingieeddomD) 
bedeutet, stdit also die vieldeutige Ftioction Arcus Taugens toU- 
ständig dar. 

Wir wolleil hei diesem Beis])iple den Werth des Intcgralt^, 
wenn es längs einer der beiden Klementarconturen genouuneu 
wird, des Falgendeu wegen, auch nneli direcl eniiittehi. 

Lässt man die Variable vom KuUpuncte anf der Ordinaten- 
axc bis zu einem nalie au + t [a in der Fig.) liegenden Puncte 
a gehen, einen ganzen Kreis mit dem Radius p um a tiesclireiben 
und dann nach dem NuUpuiicte zur&ckkehren, so zerlegt sicli 
das längs dieses Weges genommene Integral in drei Thette, n&n^ 

licli in die beiden geradlinigen Integrale 
V ^ t^") .""^ W ^ das längs des Krei- 
/ ses genommene Integral. Aber da die 
^ / Function monodrom ist, so hat sie, wenn 

z /imi zweiu ii Male nach a konmit, dort 

^ \tj denselben Werth, wie benii ersten Male: 

folglich sind die beiden Inleirrale / foe?' 





folglich sind die beiden InlegraU 
und J (tto) gleich und entgegengesetzt 
und heben sich auf, sodass nur das in- 
tegral längs des Kreises ermitleit zu 
werden braiidil*). Setzt man zu diesem Zwecke 

z — t =z Qe^ , 

so ist auf diesem Integrationswege p constant, und p wichst von 
bis + 2«, «eon igpo Anfangswerth von 9 bedeutet 
NuA 1st'ad»'er 

« + t = 2f + p« ^ dz ^ H^e'^^d^, 

demnach 



/ ' dz _ r idq> _ f d<p 



Lftsst man alsdann de» Badius p bis ins Unendliehe abnelunen; 
so erliilt man als Gremwertli. 



^) Dies folgt aucii aus dein dritten 8atze des vorigeu 
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oben. Auf dieMUbe Weise erglebt steh «lurvh die Siibeli« 
Inlioii 

bei der anderen Eiementarcontur der loiegralwerth — 

Driltee Beispiel. 

Hier ist die Functida 

" ■ = . ■ . 

olclil In der ganten Ebene monodroob. vietmehr wird sie nicht 
nur imoniUii^li in den I>eiden ansgeieichtteteQ Puncten z » -f i 

und X ss= — 1 {e und d, Fig. 26), sondern sie wechselt auch 
(las Zeichen, wenn die \ aiiaJjle eine gi'scliiossene Linie um einen 
dieser Puncte beschreibt und auf ihren Ausgangspuncl wieder 
zurückkommt. Zur Erniittplung der Inte<,nnhverthe für die Elc- 
mcutarconturen reicht dalier hier der (laurhy'srhe Salz nicht 
inehr aus, sondern >vir müssen dazu in ahniiclier Weise verfah- 
ren, wie es am Ende des vorigen Beispiels angegeben worden 
|8t. Zugleich ai>er müssen wi r auch den Werth angeben» mit 
weldhem die Function j/l^— von dem Puncte z o ausgehen 
soH, wir wShlen dazu den Werth + 1. Wir husien also die 
Variable von o auf der Absdssenaxe bis xu einem nahe an e lie- 
genden Puncto y geben, b<»chreiben mit ihr einen Kreis um e 
mit dem Radius p tmd kehren auf der Absdssenaxe von y nach 
0 zurück. Zerlegt man mm alicr meder das integral längs die- 
ser tlerneiaarcontur in die beiden geradlinigen Integrale / (o'y)^ 
J (yo^ und das lnte<;ral längs des Kreises, so heben sich di< bei- 
den erstercn hier niclit auf rdenn da die Function j/l —z^ nach (h;r 
Umkreisung des Punctes c mit dem entgegengesetzten Zeichen 
nach y lurftdi^koramt, die Elemente dz auf dem Wege yo eben- 
falls das entgegengesetzte Zetehen haben; so erhalten die £le- 
mente 

auf dm Wegt y diesdbeii Wertiie, wie auf dem Wc^ ^r» ^ 
dahrr isc 

/(yo)«=/(oy) und /(oy) + / (yo) = 2/ (oy). ' - 
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Zur Ermillelung des krelBÜftriMgeii lotegnk wtz( man ferner, 
damit Q constanl sei, 

daDB erhlU man 

1 + « = 2 - <fe = - fVd^, 

2.r 



milbin ' 



Lässt man nun aber hierin den Radius p bis ins Unendliche ab- 
nehmen, so niiiiiiit auch der Werth dieses Integrals bis ins Un- 
endliche ab; zugleich nähert sieh der Punct y dem Puncte c, 
der Intpc:ralvvcrlh für die^e Elementart ontnr redncirt sich daher 
auf den doppelten Werth des iH'V'A(\\\m<^m Integrals zwischen den 
Grenzen o und 1. Folglich erhält man dafür 

2/ (oc) = 2^yp=p SS 2 arc sin 1 « jr: 



Gan« in derselben Weise ergiebt sich» dass der Integral werth* 

für die Elemenlarcontur um — 1 sich auf den doppelten Werth 
des geradlinigen lulcgrals zwischen (h^n Grenzen o und — 1 rc- 
ducirt. Man erhält dann für dieses Integral den Werth 



=: — 



W'enu die Funcüüii j/l — aus dem Puncte z = o mit dem 
Werthe — 1 ausgeht, so erhalten auch die Integralwiriiie längs 
der Elementarconturen die entgegengesetzten Werthe, also um 
<len Punct + 1 den Werfli — 7t, und um den Punct — 1 den 
Werlli 4~ ^* denn während z auf der geraden Linie von o bia 
1 oder — 1 geht, kann die Wurzel ihr Zeichen nicht wech- 
seln, sondern behält das einmal erhaltene bei. 

Lässt man nun die Variable die Eiementarcontnr um den 
Pnnct -f 1 zweimal hinter einander dnrchiauSen, so erhük das 
Integral nach dem ersten Umlaufe den Werth «f nun bat aber 
die Wnrzid das Keichen gewechselt, ^r swdte Umlauf giebt aho 
dem Integral den Werth — it und daher beide zusammen den 
Werth « — ffsjsso. Ebenso verhält es sich, wenn die Variable 



Al^u* XXI. UeberFuBCtioned einer eompleKCii Variablen etc. $ 84w 859 



die ElemontarcoDtiir um den Puuci — i zweunal hiater einander 
durchläuil. Wenn dagegen zuerst <lie £lenientarc<mUir um den 
Punct + U und dann die um den Punct — 1 beschrieben wird» 
so erhalt das Integral bei dem eiten Umlanfe wegen des er- 
folgten Zeichenwechsels der Wurzel den Werth + jc, und daher 
auf beiden Umlftufen den Werth » -f- ar ^ 2«. Ebenso ist es, 
wenn zuerst die Elementarcontur um den Punct — 1 , und dann 
die um den Punct -j- 1 besclulebeii wird; auf diesem Wege er- 
iiält das Integral den Werth — 2ir. 

Bezoidinet man nua wieder das gej-adliidge Integral zwUtheu 
den Grenzen « und z mit (arc sin 2), wenn die Wurzel mit dem 
Werthe -|- 1 von dem Puncte 2 = 0 ausgeht, so kann man zuerst 
dieser geraden Linie eine der beiden £Iementarconturen vorher- 
gehen lassen , dann erhält das Integral wegen des nach dem Um- 
laufe um die Elementarcontur erfolgten Zeichenwechsels den 
Werth 

i ar — (arc sin «). 

* 

Zweitens kann man zuerst beide £lementarconturen hinter einan- 
der beliebig oft beschreiben, dann erfolgt eine gerade Anzahl 
von Zeichenwechselo , mithin kommt die Wurzel wieder mit dem 
Werthe -f- 1 nach dem Puncte z^o zurück; geht man also 
hierauf in gerader Linie von 0 nach z, so erhSlt das Integral 
den Werth 

2ft« 4- lartr sin z); 

endlich kann man zwischen dem Umlaufe um beide Elementar-' 
conturen und der geraden Linie noch einen Undaiif um eine der 
beiden Elementarconturen einschalten, dann erhält man für das 
Integral den Werth 

2«« ± « — slnar). 

Damit sind alle Wege, auf weichen das Integral verschiedene 
Werthe erbaiten kann, ersclidpft, und es ergeben sieh für diese 
die beiden Reihen 

2nx 4- (arc sin z] j 
und . >....'.. (ö) 

(2» -h 1) « ^ (arc sin «)»' 

in welchen n jede positive oder negative ganze Zahl, und Null 
bedeuten kann^ 
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Die drei bi» joUi InsirMiiteleii Beispaele leigen , ilass die 
M lategrale 

vfffhtnitige Fnnctitnien Ihrer oberen Grenien daretellen, Mem je» 

ileiii Werthe der letzteren eine Reihe von Werthen des Integrals 
zugehdrt, die um Vielfache gewisser constanter Grössen von ein- 
ander verschieden sind. Diese Constanten sind bei den drei In- 
tegralen der Reihe nach 

Betrachtet mau nun iimgekehrl die oberen Grenzen als Functio- 
nen der Integrale, so wrnlm dit s( Functionen periodische Fuuc- 
ti4)nen , da sie für eine Heihe in ariltnnetisclier Progression auf 
einander folgender Werthe des Integrals gleiche Warthe aoneh- 
men; bezeichnet man die Integrale mit », so ist 

e ~ = c . tg « -j- U7C = lg M, sin (u + 2njri sin u. 

Man nennt daher die constanten Grössen, um .deren Vielfache 
die Integralwerthe sich unterscheiden, Perioden. 

Han kann sich von der Periodicitat eine geemetrieche Vor- 
stellung micben» wenn min die Ebene durch parallele toade 

in Streifen zerlegt; diese Parallelen biifen bei der FandiMi 

der Abscissenaxe parallel und sind nni 2ä von einander entfernt; 
hei den Fiiiu lidiien tg u und sin u dagegen sind sie der Ordina- 
tt n;i\c parallel iiod hahen resp. die Enliernungen fc und 2'X von 
eiiLuiiltT. !n jedem dieser Streifen erhält die Finution ihre 
sammtlichen Werthe, und in je zwei entsprechenden Puncten 
xweier ▼erschiedener Streifen nimmt die Function dieselben Werthe 

an. Die Functionen e" und tg ti nehmen in jedem Streifen jeden 
ihrer Werth« aar einmal an^ d, b. ale haben in je iwd 
seMedenen Puncten des nSmlichen Streifens wsehledene Werthe. 

Die Function sin w aber nimmt wegen des zweiten der Ausdrücke 
(5) in jedem Streifen ihre säiunitiiclien Werthe zweimal an, denn 
da nun audi 

sin {\2h + 1) s — «) = sin I» 

hl; so erhilt tStk m den gleichen Werth für jede zwei Werthe 
von deren Sunmie entweder gleich x oder gleich einem uuge- 
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radoD VieUachea von « ist Je iwei solche Punete a, a oder b, k 
desjenigeB Streifens s. B., der von den durch den Fhiiiputtct 



und den Punet gesogenen Parallelen 
gebildet wird» liegen daher so, das» sie 

mit dem NuHpunct und einem der Pnncte 
X oder 3« ein l'ar "»llelogramm bilden, 
in welchem (lio (irjaile von o nach m 
oder von o nach 3» eine Diagonale ist 
(S. Fig. 30.)*) 

Viertes Beispiel.**) Zidetit wol- 
len wir nun auch das dliptische Inte- 
gral 



Fif.ao. 



dz 



betrachten. Dieses Ist dem forigen in vieler Basiehnng analog. 
Auch luer * ist die Function niclA monodrom, sondern wechselt 
das Zeichen beun Umlaufe um einen der vier ausgeielchneten 

l^iDcte z = + i,z=-|- i^z = — 1, 2!= — j. Untersucht 

nwn die Integrale lings einer der vier Elementareonturen, indem 
flmn anoinnnt, dass iKe WvrtelgrAsse mit dem Werthe + 1 von 
dem* Puncto ceso ausgeht, zerlegt man also wie vorhin das 

Integral längs dor Elenientarcontur in zwei geradlinige «nd ein 
kreisff^rmiges, so werden auch hier die kreisförmi^ren Integrale 

imendlich klein. Um dies für alle vier zu gleicher Zeit einzii* 

1 1 

sehen» bezeichnen wir die vier Werthe +1* + — ^ F 

n)it a,b,c,d, sodass jeder der h'lztcrfn nach und nach Jeden 
der ersteren bedeuten kann. Daun wii'd das Integral: 



1 r dt 



*) Utber die weitere AnsfUhnmip dieser BetrAchtungen verweiaea 
wir auf die Schrift vonBriot nadBonqnet: ,, Theorie des fonetions 
doablement pen'odiqnes et, en partieolier, des fonetions ellqttiques.** 
F»ri8 1859. p. 57. 

**) Vgl. hiezu die früher erwähnte Abhandlang, von Pniseuz aa4 
die eben genannte Schrift von Briot nnd Bonqaetf p. 71 and SKk. 
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Setzt man mm 

80 bleibt bei der kreisförmigeii Integration um den Pnnct a der 
Radius p eonstant, und 9 wachst von 99 bis 9« + 2x» wenn 
9« den Anfaugswertii von 9) beseiclKnet Dann ist ferner 









a — c + 




a — d + qJ^ 


dz = 





demnach geht das kreisförmige Integral über in 



(«) . .- ^ / 



iifid wird, \vi<' lekht ersichtlich, mit p zii«;lHrh unendlwh klein. 
l)a mm nach döm Umlauf um die Peripherie des Kreises die 
Wurzelgrösse ihr Zeichen p:ewechselt tiat, und daher die gerad- 
üaigen Integrale einander gleich werden, so reduciren sich auch 
Uer die integrale längs der £iementarconturen auf die doppeHen 
Werth« der geradlinigen Integrale zwischen den Grenzen 0 nad 

res». +1, + -J-, — 1» — T- l^itl't'i entsteht aber eine kleine 

•Schwierigkeit. Wenn nämlich der Modul k reell, fHMsitiv und 

kleinei* als 1 ist, so führen die geraden Linien von 0 nach i 

durch die Puncte ± 1 iiindurch. Bei der Integration zwischen 

den Grenzen 0 und + müssen aber die ausgezeichneten Puncte 

+ 1 vermieden werden. Dies kaim nun zwar dadurch geschehen, 
dass man die gerade Linie in der Nähe dieser Puncte eine kleine 
Ausbiegung machen Iftsst, aber dabei sind zwei verschiedene Wege 
möglich. Nehmen wir zuer^ an, die Variable z gehe vom Null- 
puncte bis zu ehiem nahe an ^ 1 (a. Flg. 31) liegenden Puncte 
beschreibe einen kleinen Halbkreis um a nach « und gehe 

dann zu dem Puucte ^ Plg*j t untersucht mau dauu den 
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WeiHi» den das Integral auf diesem Wege erhält, so voischwia-. 
det dQS Integral l&ngB des Halbkreises zugleich mit dem Radius 
des letitcren, weÜ sein ^^^^ 
Werth durch den Ausdruck 
(fi) gegeben wird, wenn 
mau darin statt der obe- 
ren Grenze qp^ -|- 27C nur 
9)„ + « setzt; und da die 
Wurzelgrösse auf der Pe- 
ripherie des Halbkreises 
das Zeichen nicht wech- 
selt, 80 redudrtsich beim 
Verschwinden des Kreisra* 
dios der Werth des Inte** 
grals auf die Summe der 
beiden geradlinigen Inte- 
grale J Ort -h J (ae). Mau kann nun aber zweitens den ausge- 
zeichneten l*unrt a in folfronder Weise umgehen , wenn man die 
Variable von o naeii einem nahe an a, aber ausserhalb der Ab- 
scissenaxe, liegenden Puncte y geben, dann einen ganzen Kreis 
um a besclireiben und darauf von y nacli e gehen lässt. Dann 
Tcrschwindet zwar auch das kreisförmige Integral zugleich mit 
dem Radius, aber die Wurzelgrösse wechselt jetzt das Zeichen; 
und daher erhilt man, wenn hei verschwindendem Radiur der 
Pnnct y mit a zusammenf&llt, för den Werth des Integriris die 
Differenz /(00) — /(ae).*) Hiedarch bestätigt «ich, dass daa 

geradlinige Integral zwischen den Grenzen 0 und -i-in der That 

nicht unzweideutig ist, wenn der Modul k als ein reeller, posi« 
tiver, echter Bruch angenommen wird. Dasselbe gilt von dem 

Integrale zwischen den Grenzen 0 und — -i-. 

Aus diesem Grunde, und well es auch eine- leichtere An- 

sciiauung gewährt, weim keine zwei der Elementarconturen iq 
dieselbe gerade Linie zusannuenfallen, wollen wir vorläufig an- 



^' Weiter unten wird oimi sehen, das» dieses damit Ubereinstimmt, 
dsM bIb «M» Mwohl Uta K^iK\ aIs aitcli f&t u s=9 K - iK' dem 

Werth -jr eaniauiit. (Vgl. die Formeln mf 8. 29.) 
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Behnieii, Awm die Grtae j einen beHeMgen eomplexen Werth 

lube, iumI demnach die Werlhe +1* + ji ^ 1* — j dorcli 

die Pancte e> b,*e, ä In Flg. 31 darstellen. Becelcliiiet man dann 
femer ^ WeHhe der Integrale Itags der vier Elementarcontu- 

ren um die Puncle a, b, c, d der Reihe nach nüt B, C, D, äo ist 



und alle diese Integrale sitid iäugs den zwischen den Grenzen 
liegenden geraden Linien zu nehmen. 

Es wied<»rholen «ich nun die bei dem Torigen Beispiele ao- 
geeleUten fietraehtiragen. Nach Jedem Umlaute um' eine Elemen- 
tareontnr wechselt die WunelgrOeee das Zeichen» daher erbfilt 
anch das Integral länge ebies darauf folgenden Weges das entge- 
gengesetite Zeichen. Wird alsa eine Elementarcontur, i. B, die 
um zweimal hfaitereinander beschrieben, so Ist der Werth des 
Integrals A — A-^K), und ebenso bei den anderen. Werden 
aber irgend zwei verschiedene Elementare ontmeii hintereinander 
beschrieben, z. H. mn a und fe, so ist der Wertii des Integrals 
A — B. AlsilRiin hat die Wurzeigröss«; zweimal das Zeichen ge- 
wechselt; geht also jetzt <Ue Variable in gerader Linie von o naeh 
einem beliebigen Puncte 2, und ist u der Werth dieses gerad- 
Hnigra Integrals, so wird der Werth des auf dem ganzen 
Wege* genommenen Integrals ^ ~ P + kann die bei- 

den Elementircontoren um a und h zusammen der Geraden 
ee 80 oft vorangehen lassen,^als man will« daher ist itf ^ eine 
der Perloden des Integrals. Da die Sache sich nun ebenso Ter* 
hät, wenn man Irgend zwei der Elementarconturen aufehiander 
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folgen lässt, so scli<int es, dass man eben so viele Perioden er- 
halten wird, als die Anzahl der (loinbinationen der vier Elemen- 
tarcouiuren zu je zwei beträgt» uämlich die folgeudeu sedi»: 

A^B, A^C, A—D 



\ B — 



Allein zuerst erhellt leicht» dass die drei unteren sich auf die 
drei oberen reduciren, denn man hat 

B — C^A^C^{A-^B) 

B^D^ A^D^{A^B) 

C — 1> = ^ — © — — C); 
die drei unteren entstehen also durch Verliindung der drei obe« 
reu; z. B. der Werth B ^ C wikrde auch entstehen, wenn man 
tuerst die filemeatarconturen um a und c in positiver Hiclituog 
und daDD die am a and b in negativer Riebtang durciilaufen 
liesse. Man kann aber ferner aeigen , dass aoch die dritte Pe* 
riode A — B ans einer Vo-bindung der beiden ersten ^ ^ ^ und 



Fig. 81. 



A — C hervorgebt Um 
dies einzusehen, untersu- 
chen wir den Werth des 
Integrals längs einer ge- 
schlossenen Linie , welche 
alle vier Puik l,e a, b, e, d 
im Innern enthält. Zu dem 
Ende b^hreiben wir aus 
dem NttUpmicte als MitteU 
punct einen Kreis, der alle 
vierPuncte umschliesst^aad 
bssen die Variable z lEuerst 
fai gerader Linie von o nach 
einem beliebigen Puncte f 
dieses Kreises gehen, den Ivn is in positiver Uichttuig durchlaufeu 
uud von /" wieder nach o zurückkehren; alsdann hat das Integral 
längs dieses W\'tre> dens» Ilten Werth, wie längs (ier vier liiiiterein- 
ander durchlauf* neu Elcnientarconturen, weil zwischen diesen beiden 
Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt, und die beiden Weg« 
den nämlichen Anfangs|>unct und den nämlichen Eodpunct haben, 
folglich der zweite Satz des § 83 auf sie angewendet werden 
kaun. Der M^erth des Integrate längs dieses Weges ist also 
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A ^ B ■\- C — D. 

Wi'iiii aber die Variable von dem l*iiiM*ti? f aus die Peripherie 
des Ri-eises dorcUaufl und wieder imdii / zurückkehrt, so }iat die 
Wurselgrösse viermal das Zeichen gewechselt. Denn, denkt man 
sich von dem Pimcte f aus fUetneiitarcoiituren um die \ier Funcke 
Otb^Ctd heschrieben, so kdnnen dieselben durch ailmalige Ueber- 
gftnge IG die Peripherie des Kreises umgeformt werden, ohne 
dass ein ausgezeichneter Punct ül>erschritten wird ($ 81). Dem- 
nach hat die WurzelgrOsse bei der Rfickkehr nach f denselben 
Werth wie beiui Ausgange; da tlann- also die Wege of und fo 
mit demselben Zeichen der Wurzel durchlaufen werden, so he- 
ben die Integrale / (of) und / ifo) einander auf, und das längs 
der vier binlcreinandcr durchlaufenen Elementarcontnren genom- 
mene Integral A — B -\- C — D hat denselben Werth, wie längs 
der Peripherie des Kreises allein. Dieses letztere Integral kann 
man aber ennitteln. Setzt man n&nlicfa 




so erhSU man dafür 



Nun ist der Werth dieses Intcp^rals, da dio Wih'zp1^j'öss(> auf der 
geschlossenen Peripherie des Kreises monodroni ist, für jeden 
Werth des Radius q derselbe, wenn nur der Kreis alle die vier 
«uagezeichneten Puncto «OMeUiesst. Man kann also auch 4ea Ra- 
dius bis im Unendttdie zunetanen lassen, und dann hat In- 
tegral den Oremwerth Null. DanmaGh eMtC man 



oder 





Hieraus MgC 



oder 



(9) 



Ä 



2> s= {A— C) - {A - B)\ 
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also ist auch die dritte Periode am rfon beiden ersten ?^iisaminen- 
gesetzt, sodass die sechs unter (8) aufgestellten Perioden sieb 
schliesslich auf die zwei folgenden 

J — C nnd A — B 

reduciren. 

Bezeichnet nun wieder « das geradlinige Integral zwischen 

den Grenzen 0 und einem beliebigen Werthe z, so kann man 
zuerst der geraden Linio. die ol>igen Heiden Paare von Elemen- 
larrontnren, jede in beliebiLMT Wiedcrlioiung, v<u ingtihen lassen; 
das gitbt, wenn n und //* beiiebigo positive oder negative ganze 
Zahlen oder auch Null bedeuten, für das integral folgende tteihe 
Tou Werthen 

« — C) + in — . + Ii; 

ferner kann man ausser diesen beiden Paaren von Eienwotarcon^^ 

turen noch eine einzige der ?ier Elemenearconturen dem gerad- 
linigen Intc^Miil vurliergehen lassen; dann erhält man vier neue 
Reihen, nätniich \vefr<Mi des nach einmaligem Umlaufe mu eine 
Olementarcontur erfulgteu Zeichenv^echsels: 

„ — (3) + « — ^ 4. ^ — „ 

n {A — C) + m {A — B) B — u 
II — CJ + w — ^} + C — M 

aher diese lassen sich alle auf die ersle reduciren, denn man hat 

=5 II — C) + («» — 1) (-^ — -ß) + ^ — « 

n [A — C) + m {A — B] -i- C — u 

= (» — 1) — C) + m - ^) 4. ^ — II, 

eadMch weil 

i> « ^ — — jö») 

oder nach (9) 

D = -4 — - C) + M — Ä) 

ist, 

n {A — C) + m {A^ B] + D ~ u 

= {» — 1) — C) + (« + 1) ^ i^) + ^ — II. 

Demnach sind alle Werthe, wclrlie das Inlc^ral zwisdjen den 
Grenzen 0 und z auf allen niügli( Im u iiitegraliousttegeu erliaiteii 
kann, in folgenden zviei Formeln enthalten 
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imd 

n{A — q + m{A-^£)+A^M, 

und es bifillit jettt noeh Ctbrig, die Wertbe von A, A — C und 
A — B wirklich anzugeben. 

Die beiden ersten machen keine Schwieiigkeit, denn es folgt 
ans [Tj c = ^ A, demnach ist 



dz 



^(1-2«) (1— 
t 



Der WerÜi iron ^ ^ Ist dae Inteiiral längs der beiden aufein- 
ander folgenden Elemeutarcontiiren mn » und b. Diesem Wege 
kann man aber folgenden anderen subsUtuiren: man gelte von o 



Fig. 31. 



nach einem nahe an a ge- 
legenen Pimcte u, be- 
schreibe einen ganien lüreis 
um a, gebe dann von a in 
gerader Linie nach einem 
nahe bei h liegenden Pnncte 
ß und beechreibe ebenfaHs 
einen ganzen Kreis nm 
darauf gehe man wieder 
\un ß nach a zurück und 
endlich von a, ohne den 
Punct a aufs Nene zu um- 
winden, nach dem Null- 
puncte. Auf diesem Wege 
erliilt das integral denselben Werth, wie auf dem vorigen, weil 
twlschen leiden Wegen kein ausgezeichneter Punct liegt*), und 
beide den nämlichen Anfangspunct und den nfimlichen End|»anct 
haben/ also wieder der zweite Satz des §S3 angewendet werden' 




*) Würde nach der Riickkelir zum Punctc a Aqt Puuct a zum zwei- 
tenmale umwunden, so würde der Pnnct n sich zwischen beiden We^ca 
befinden, da bei der Umformung des einen Weges in den anderen die' 
9er Fun^t überschritten werden müsste. ^ 
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kann. Nun erleidet die Wurzelgrosse bei der Uudireisung des 
Punctes a einen Zeichenweclisel, bei der lluiltreisung ties Punctcs 
b einen zueiteii Zeirlieoweclisel , sie kommt also mit dem ur- 
sprünglichen Zeichen in a wieder an, der Weg oa wird daher 
in beiden Richtungen mit gleichen! Zeichen der Wurzel durchlau- 
fen, und die geradlinigen Integrale J(oa) und J(ao) heben sich 
auf. Nehmen nun die Radien der Kreise bis ins Unendliche ab» 
so verschwinden die krdsförmigen Integrale, und da der Weg aß 
mit negativem, der umgekehrte Weg ßa dagegen iiiil positivem 
Zeichen der Wurzel durchl.uilni wird, so rcdin irt sieh der Werth 
von A — B auf den negativen luid doppelten Werth des gerad- 
linigen Integrals von a his /3, d. h. wenn die Kreisradien ver- 
schwinden, der Punct a mit a, und ß mit b zusammeufälit, zwi- 
schen den Grenzen ] und -r; also ist 



Jetzt hat es kein Bedenken mehr, den Modul k als einen 
reellen und positiven echten Bruch anzunehmen, denn die gerad- 
linigen Integrale sind jetzt nur noch zwischen den Grenzen 0, 1 

und 1, — zu nehmen, sodass hei iimcn niemals ein aiisgezeieh- 

neter Punct überschritten wird. Macht man nun. diese Annahme, 




t 

T 

* dz 



80 ist 




und (nach g 24 (10) S. 93) 




dooiHacb wird 




und bei beiden Perioden sind 



also sind alle Werthe des auf beliebigen Wegen zwi^^hen den 
Grenzen 0 und geuomineueu elliptischen Integrals 
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z 

0 



.1 -x^j (l-Ar^.^) 

in den beiden Formeln 



und. 

enthalten. 

hie umgokehrto l aiiction sin am u ist daher doppelt prrio- 
disch, die Irnlir«»s \hrpr Perioden sind 4A* und 2»Ä'' (vgl. die Be- 
merkung auf S. 24). und man erhält 

sin am {4nK -f- 2miÄ ' + == sin «m ti 
sm am (2 (2« + 1) AT + 2miIC' — «) = üu am u. 

W vrrim der zweiten Gleichung erhält die Fiuirtion sin am u inner- 
haih jeder Periode denselhen Werth für zwei ver^hiedene Werthe 
von u, deren Summe entweder gleich Sif oder ein ungerades' 
Vielfaches von 2IC, oder eines von diesen beiden, vermehrt mn 
ein Vielfaches von 2iIC\ ist. 

AiR-h von (l.T (lojjpelicn Periodicitüt kann 111:111 si( Ii ein geo- 
metrisrhes Bil.l hkk lien. Zieht in;iii ujiniliih eine Iteihe von ge- 
raden Linien in Ahstfind. n 4A (h i Ahscissenaxe parallel und 
eUie zweite Keihe parallel der ürdinalenaxe in den Abständen 



Fig. 32. 



(Fig. 32)» so wu-d dadurch die 
Ebene in Rechtecke eingetheilt, so- 
dass die'Futtction sin om m in jedem 
Rechteck ihre sSrnrntlichen Werthe 
erhält und in je zweien entsprechen- 
den Puncten verschiedener Rechtecke 
gleiche Werthe annimmt. Denn es 
sei Od = 4A'. ob ~. 2A", und in p 
haho (lieVariahle den Werth u \ niarht 
man nun pp' und p"p" »leich und 
. parallel oa, p p" und pp" gleich und 
pai'allel' oh, so hat die Variable tli 
den Puncten ;/, resp. die Werthe u -|- 4Ä", u -f 2»Ä^, 

w 4- 4A' -f 2/A und folglich hat die Function sin am u in ihnen 
denselben Werth wie in p. In jedem Rechteck hat sin am u den* 



n 



s 
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selben Werth in zwei Piincleii, z. B. in den Punclcn p und 
deiien Siiiniiie der Pinicl r = 6A' -|- 2^A'' ist. 

VeriuillcLst dieses geometrischen Hildes kann luiiii sich auch 
eine klarere Vorstclinng von den im Abschnitt II und nanientlieli 
voD den auf S. 28 und 29 gegebeueu Wormeln machen, lim 
dies wenigstens an einem Beispiele zu erläutern, wollen wir un- 
tersuchen, welche Wegstrecken die Variahie u nach und nach durch-- 
laufen muss^ wenn die Function sin am ti alle reellen Werthe von 
+ oo bis — oo annimmt*). Nehmen wir zu dem Ende an, das 
Rechteck cgia sei dasjenige, in dessen vier Ecken c, g, a, i die 
VariaUe tr resp. die Werthe o, 4A', 2iA'\ W + 2»Ä" habe; theilt 
mau dann die Seiten cg und ai in je vier Theiie und die Seilen 
r(( und ffi in je zwei Theiie und verbimlel die Theüpuncte, so 
eulspreclien diesen folgeude Werthe von u: 

c .... 0 n . . . Hl' . a . . . SfiiT 

d r Ä . . . + iJSr' m X ^ WC' 

e 2K rv . , . 2A' ik'' l , . . 2A -|- WC\ 

f 3Ä' < . , . 3Ä + tJr' Ar . . . + %%K' 

g 4Ar A . . . 4ir + tÄT' i . . . 4^^ + %iK\ 

Mau kann nun aus den oben erwidiulen Formeln folgende Tat'el 
zusamuKMistellcn , in welcher niil v immer ein reelles Argument 
bezeichneL worden ist: - . 

sin am xK* = oo 



1 



j j siii am 4- iK') = 
sin am \k 4- lA' j ~ ^ ^ 

\ sin am (A 4- x\>\ = — — — r?r 

sin am A = 1 ' ^ * ' 

j . , ,'\ cos am t» 
J Sin am 4- A ) = -j 

I sin om (t^ + 2Ar) = — sin am v 

sin am 3^ = — 1 ! i 

J sin am (3i^ -|- «') = — -r- — ^ 

j f * ' ' J am {v, k ) 

' *• sin um {^K-^-tK -j-p) =c 

sio am (4£'+^') = 



cos oiA t; 



IbMinii« h entsprechen den Aeuderungeu von sin un^ u folgeude 
Wege für m: 

- ' • 

24* 
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also ist die gebrochene Linie ntdefth der Weg, den die Variable 
II durchlauft, vahreiid sin am u alle reellen Werthe von + oo 
bis — OD annimmt 

Nun giebt es aber norh eiaeii zweiten Weg; dieser geht aut> 
folgenden. Formeln liervor: 



stnamilT' =s oo i ■ / , .. ^ 1 

, S am tun [v -\- tk ) = — - — 

sin«« (A' + tÄ ) = 1 > 

i sin «m (A' + ik ' + iv) ^ ä^O»**^') 
sin am {A -f- 2iA'') = 1 ' * 

I sin am (A' + t; + 2iA '] =^ 
sin am (2iC + 2£ir') =: 0 ^ ^ t t ; 

1 siD am pH-2iA'0 — sin am v 

sin am {3ir+2*ir')== — r x^ v 

^ ^ (sina»»t3Ar + iÄ:' + it;) = -^5=^^ 

l' * 



6inam(air4.tir')x= ~ 



A l^sin öm (3A: 4- t; 4- iK') = — 



sin am (4 A' + lA "J c= oo 

demnach bat wan iolgeudcs 
sin am Ii nimmt ab 
von oo bis 4: 



u geht 
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und man erhält für den Weg von u zweitens die gebrochene Li- 
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nie nsmlkth. Ekidlich kann man auf Iwiden Wegen statt der 
Strecken ns und ih uucli rcsp. ws uihI iw snbstituireu ; denn in 
w hl u = 2fC + iK\ uud mau hat einerseits 

sin m (2ir + iE') =s <xv 

1 5 siu am (A' + t> + iE') =s 
sin vA' H- tÄ"; = i ) V -r y 

andererseits 

sin am (2ir + tiTO = OD ) 

1 

M »in am 9* 

also dyrchlättft sin am n auf den Wegen wt und »t resp.' die. reel- 
len Wertlie von co bis nnd von oo bis — j, sodass man auch 
uocti die beiden gebrorhcncii Linien wsdefiw und wsmlktw erhält 

Gebl man aus dem Aecliteck cgia 
heraus, so kann man fflr die reelle 
WerÜi&ndening von sin am tt auch 
noch den Weg nsded^tn' angeben, 
weil u und sin am ti gleichzeitig das 
Zeichen ändern. 

Hin Function sin am u erhall, wie 

Ww wissen , im AHgemeincn jedcii 
ihrer Werthe in zwei verscliicdeiicn 

PniH'len des n tmln Immi Ueclitecks; 
schliesst man die i*uiicle der Gera- 
den ai aus, weil in dieser die Werthe 
von u gerade um den index 2iK' der imaginären Periode grösser 
sind, als in den entsprechenden Puncten der Geraden c$f, so sind 
die Strecken, auf welchen die Function sin am v gleiche reelle 
Werthe erhalt, folgende: . « 



Fig. 32. 
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Mau sielil liicraus zugleirli. dass in ihn vier Puucteii d \u = A', 
äiü am u = 1), f [u = sin am u = — 1), s [u = k' ik", 

üaamu = 1} und I (ti s= dir + iiC\ sib a» « s= ~ 1) je 

zwei entsprechend^; Puncto zusammeufalicii, ^^o^a^ls man iiorh (kii 



Fig. 32. 



r 



Schliiss ziehen knim, ddss jed«' zwei 
entsprechende Piuk Ii* so ru'gen müs- 
sen, dass ihre W'rbintlungsünie durch 
Ä' einen der zwei Puncte, s odor /, hin- 

durcligcht und von ihm halhirt >\ii'd. 

Es hat keine Schwierigkeit, diese 
Betrachtungen auch auf cos am u und 

l > i ^ amu auszudehnen, was hier jc- 

^ doch nicht ausgeführt werden soll; 
. zu bemerken ist nur, was schoo % S. 
■ S. 24 aufgegeben wurde, dass bei 
' ^ ' ' cos w die f'iufaclislen Perioden 4 A' 
und 2A ' + 2j7i" und hei ^ am u 2A und AiK' sind. Daher sind 
alle Werthe von cos am u in dem Parallelogramm oarr (Fig. 32) 
und alle Werthe von z/ am m in dem Hechteck oa'n 'h' onthallon. 
Ausserdem ist dabei zu berücksichtigen, dass abgesehen von den 
Perioden auch 

cos am (4Ar — Mj = cos am u, ^ am — u] = zJ am u 

ist. 



Vorstehendes mdge zu dem doppelten Zwecke, der hier vor- 
lag, genfigen. Es kam zuerst darauf an, die Schwierigkeiten zn 
etatfernefl, welche die Deflnition der elliptiscfaen Function als Um- 
kehrung des elliptischen Integrals unzweifelhaft darbietet, sobahl 
man nicht complexe Integrafe mit in Betracht zieht*). Es Ist ge- 
zeigt worden, dass Integrale algebraischer Functionen, wenn man 
die Variable nicht blo^s alle reellen, sondern auch alle iiH»glichen 
slctiiT aufeinander folgenden complexoii Wci the /Misrlicn zwei be- 
süinmleii Grenzen durcbhiiifüii lässt, uiHiulUch \irlc \ iTsrhiedcne 
Werthe annehmen uinl durch ihre L'nikehruag periodische Func- 
tionen erzeugen kikmen; lerner, dass- man mit Uulfe der geo- 



*) Vgl. die erste Note auf S. 4. 
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iiietriscben Darstellung dor iuiaginär(;n ürösson eine deutliclie Vor- 
stellung von der doppi^Ucn Periodicität' und von dem liebergaqge 
vom Reellen zum ImaginSren gewinnen kann. Die zweite Ab- 
sicht, die dea in dem letzten Abschnitte angestellten Betrachtun- 
gen zum Grunde lag» ging dahin, auf die grosse Bedeutung hin- 
zuweisen, welche die EhifOhriing coniplexer Variablen auf die 
Theorie der Funclionen überhaupt, besonders der elliptischen und 
Abersrhen Fuiitlioiu^u hat. Es mag nun IVu ilas weitere Stu- • 
dinni zmiiiehst der elliptischen Functionen von diesem (lesiclits- 
punete iuis aut die schon erwälmte Scliriil vooJiriot und Do 
quel verwiesen worden. 



4 
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Berichtigungen. 



8. 24, Z. ». Q. rtatt Hm 2iK'. 

S. 46. Z. U „ ± oo und ^ oo Heg :|: oo und Hr oo. 

S. 1 17. Z. 3 imd 4 V. «. stott tdn (r, sin 0 „ sin <r sin 0, 
S. 144. Uebersdurift ,r Abschn. X „ Absehn* XI. 

S. lÖl. Z. 2 „ « „ r. 

8w 216.. Z. 12. Hinter „Aus diesen" lies ,,imd Khollchon". 

S. 221. Z. 2. statt (l+2flr- cos.j;^ ?+ ) lies (1+2? eos +g )* 

2^1 — 1 

8. 245. Z. 8. ■ In 1 4" ist das Mimuaeiohen nicht ansgedrackt. 

8. 328. Z. 14 V. o. statt 2 lies « . 

8. 366. Z. 5 V. u. Die Gleichung A — B-\-C~D = 0 folgt eigent- 
lich schon ans den Formeln (7) S. 364; die in» Text raitge- 
theilte AhleitTmi];' gilt aber ziif^leich für den Füll, dass an die 
Stelle der paarweise gleichen und entgegengesetzten Grössen 
11 

+ 1, — 1| + T» — T ''g«»d vier beliebige Grössen treten. 
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